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2 Zielsetzung

Zielsetzung

Industrietechnologen (associate engineers) aller Technik-Akademien
der Siemens AG kénnen unter den Voraussetzungen

1.) guter Abschluss der Ausbildung (<2.0) und dem

2.) Vorliegen eines Fordervertrages einer kooperierenden
Abteilung der Siemens AG

zur schriftlichen Einstufungsprifung der Technischen Fachhoch-
schule Berlin in den Fachern Mathematik, Elektrotechnik, Elektronik,
Digitaltechnik, Software-Entwicklung und Programmiersprachen zuge-
lassen werden. Dartiberhinaus findet ein Kolloquium in den Fachern
Betriebswirtschaftslehre und Englisch statt.

Das erfolgreiche Bestehen der Einstufungspriifung berechtigt die Ab-
solventen der Siemens Technik Akademien die Studiendauer im dualen
Studiengang Communication Systems des Fachbereiches VII auf 3-4 Se-
mester incl. Bachelor-Arbeit zu verklirzen.

Das vorliegende Manuskript bezieht sich nur auf die Komplexprifung
Mathematik und Elektrotechnik und umfasst die prifungsrelevanten
Gebiete

Mathematik: Lineare Algebra (Matrizenrechnung), Komplexe Zahlen,
Integration und Laplace-Transformation

Elektrotechnik: Gleichstromkreis, Mittelwerte von Wechselgréfien,
Komplexe Wechselstromrechnung und Frequenzgang.



Teil (I): Mathematik fiir Ingenieure

1. Matrizenrechnung

Die Matrizenrechnung stellt ein Teilgebiet der linearen Algebra dar und
kann u.a. bei der tibersichtlichen Darstellung und Lésung grofSer Glei-
chungssysteme einen wichtigen Beitrag leisten.

1.1. Uberblick und Darstellung
Das rechteckige Zahlenschema

ap; Ao ag,

Anq Aoy oon A
A= |27 < (q) | (Glg. 1.1)
. L i=1,..m;j=1,.,n
Am1 Am2  Gmn
heifSt eine (mxn)-Matrix mit dem ganzzahligen Zeilenindex =1, ..., m
und dem ganzzahligen Spaltenindex j=1, ..., n. Die Anwendung der Ma-
trix A auf den Vektor
X1
- X T
X = :2 = (xl Xy e xn)
Xn

des n-dimensionalen Vektorraumes R" ist durch

( n A

ax;

a;; ayy @, )% A%y T oo + apxy j; 1Y)

Ax = Qg1 Qgg - Qg |[Xg]| _ | Q1oXy T o T Qg %y
X=1.: = |1 : (Glg. 1.2)
m1%m2  Amn||Xn Qa,1X1 t -« T QmnXn zamjxj
Jj=1

“ S

erklart. Die durch (Glg. 1.2) vorgenommene Definition ist eine Abbil-
dung des n-dimensionalen Vektorraumes R" auf den m-dimensionalen

R™.

1.2. Rang einer Matrix und Losbarkeit von Gleichungssystemen

Zwei Zeilen, bzw. Spalten, einer Matrix sind genau dann linear unab-
hangig, wenn sie sich nicht durch ein Vielfaches der anderen Zeile
(Spalte) ausdrucken lassen. Fur die i-te und j-te Zeile (Spalte) gilt dann

cra;+ci-a#0 ; ¢,c;=0

Ferner gilt der nachfolgende Satz:
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In einer beliebigen Matrix ist die Anzahl der linear unabhdingigen Zeilen
gleich der Anzahl der linear unabhdngigen Spalten. Diese Anzahl wird
als Rang der Matrix bezeichnet. Der Rang bleibt erhalten, wenn man Zei-
len (Spalten) vertauscht oder Vielfache einer Zeile (Spalte) zu einer ande-
ren Zeile (Spalte) addiert.

Beispiel: Gegeben ist die Matrix

1 3 -2 4
-1 -1 5 -9
A=19 0 -13 23
1 5 1 -2

Zur Feststellung des Rangs werden elementare Zeilenoperationen nach dem
Gaufs-Algorithmus durchgefiihrt. Im ersten Schritt bleibt die erste Zeile erhal-
ten und die darunterliegenden Elemente der ersten Spalte ausgerdumt:

Aktion ,

o1 3 -2 4
m+@ + 0 2 3 -5
-2-(1)+@3):, 0 —6 —9 15
1Hy-4 ¢ 0 -2 -3 6

Der zweite Schritt nutzt das Pivot-Element ayp=2, um die darunterliegenden
Elemente in der zweiten Spalte auszurdumen:

Aktion ,
13 -2 4
02 3 -5
3-:2+@® . 00 O 0
2+4 ! 00 O 1

Das Ergebnis enthalt eine Nullzeile, d.h. obwohl es sich um eine 4x4-Matrix
handelt sind nur drei Zeilen linear unabhéngig und damit ist Rang(A)=3.

Der Rang einer Matrix ist im Zusammenhang mit der eindeutigen L6-
sung des zugehorigen Gleichungssystems wichtig: Ein Gleichungssy-
stem mit n Gleichungen fir n Unbekannte ist genau dann eindeutig16s-
bar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix A ebenfalls gleich nist. Im
obigen Beispiel ist Rang(A)=3 und die zugehorige Determinante
det(A)=0. Aus diesem Grund hat das homogene Gleichungssystem

A-%x=0

nicht nur die triviale (sofort ersichtliche) Lésung x = 6, sondern auch
nichttriviale Lésungen, d.h. mindestens eine Variable x; ist frei wahlbar.
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1.3. Operationen mit Matrizen

1.3.1. Multiplikation mit einem Skalar

Die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar1 (i.a. komplexwertig)
ist definiert durch

Aaq; Aag, Aaq,
1. A< |4G214ax Iiilazn ’ (Glg. 1.3)

AaAG,  AQmn

d.h. jedes Matrixelement wird mit dem Skalar multipliziert.

1.3.2. Addition und Subtraktion zweier Matrizen

Stimmen die Spalten- und Zeilenzahl zweier Matrizen A und Buberein,
so werden die Addition und Subtraktion elementweise durchgefiihrt; es
gelten die folgenden Gesetze:

A+B=B+A , (Kommutativgesetz)
A+ B+C=A+B+C

(Glg. 1.4)

1.3.3. Matrizenmultiplikation

Stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von Blberein, so kon-
nen die Elemente ¢ des Produktes C=A*B mit dem Skalarprodukt aus
dem i-ten Zeilenvektor von Aund dem j-ten Spaltenvektor von Bberech-
net werden:

blj
cj = (OLi1 ain) i l=ay - blj + .. ta,- bnj ) (Glg. 1.5)
bnj
Es gelten die Gesetze
A-B-C=A-B-C , (Assoziativgesetz) (Glg. 1.6)

A- B+C=A-B+A-C . (Distributivgesetz)

Man beachte, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist, d.h.
im Normalfall fir das Produkt zweier nxn-Matrizen gilt:

A-B=B-A
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1.3.4. Die Einheitsmatrix E

Das neutrale Element der Multiplikation ist die Einheitsmatrix E, mit
den Elementen

N L LA (Glg. 1.7)
/] O fir i=j -

Fur die Multiplikation einer Matrix A mit der Einheitsmatrix E gleicher
Zeilen- und Spaltenzahl gilt

A-E=E-A=A . (Glg. 1.8)

1.3.5. Die inverse Matrix

Unter der Voraussetzung einer reguldren Matrix A, d.h. det(4) = O, exi-
stiert die inverse Matrix A1 mit

Al -A=E . (Glg. 1.9)

Die Berechnung kann mit einem Schema und elementaren Zei-
len-/Spaltenoperationen erfolgen; hierzu das nachfolgende Beispiel.

Beispiel: Gegeben ist die Matrix

1 -1 2
A=|-2 1 -1
0] 2 1
deren Inverse X=A"! berechnet werden soll. Nach (Glg. 1.9) muss gelten:

1 =1 2 %11 X12 X13 100
A-X=|—-2 1 —1f%* X2 X23 =01 0| ,
0] 2 1 )|*%31 X32 X33 001

man erhélt also insgesamt 9 Gleichungen flir die Elemente x; 1, ..., X33 der in-
versen Matrix A'l. Das entstehende Gleichungssystem kann formal wieder
mit dem Gauf’-Algorithmus geldst werden. Hierzu schreibe man schematisch
(ohne die gesuchten Elemente x;):
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: 1 -1 2 100
-2 1 -1 010
; o 2 1 00 1
D1 -1 2 1 0O O
-2-m)+@ + 0 1 -3 -2 =10
0 2 1 O O 1
M+ =+ 10 -1 -1 -1 0
., 01 -3 -2 -1 0
[-2-@+@)/7™ 00 1 4/7 2J7 1]7
W+ @) L 100 -3/7 —-5/7 1]7
. 010 -2/7 —1/)7 3]7
@+3-G 001 4/7  2)7 1)7

Fur die gesuchte inverse Matrix erhalt man somit

-3/7 —-5/7 1)7
A-l=|-2/7 —1/7 3)7
4/7  2/7 1)7

1.3.6. Aufgaben

Gegeben sind die zwei Matrizen

a 0 =2 2 1
A=|0 3 5 , B=|0 4| , a€ecC

-121-a -13
1.) Fur welche Werte von a wird die Matrix A singular?
s _ 7., /23
Ergebnis: Q1= "6 + Vs
2.) Es werde a=0 gesetzt; berechne die inverse Matrix Al
7/6 2/3 _ 1
Ergebnis: A= | 5/6 1/3 O
-1/2 o O

3.) Losen Sie A X=B!

20/6 5/6
Ergebnis: X = [10/6 13/7
—1 —1/2
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2. Komplexe Zahlen

2.1. Motivation der komplexen Zahlen

Ausgangspunkt fur die Einfihrung komplexer Zahlen ist das Problem
der Unl6sbarkeit von Gleichungen des Typs

X¥*+1=0

im Bereich der reellen Zahlen, da (-| x |)? stets gréfier gleich Null ist.

Durch die Definition des imaginaren Operators j = /— 1 kann fir das
Problem eine rein imaginare Loésung angegeben werden; man erhalt
x15 =% j. Durch diese Einfihrung sind nun auch Gleichungen des

Typs
ax*+bx+c=0 |,

mit negativer Diskriminante b? — 4ac < 0 16sbar; man schreibt

R R vy

X127 T 9 2a  2a 2a

und nennt Re[x, ,] = — b/2a den Realteil und Im[x, ,] =+ V4ac — b*/2a
den Imaginirteil der Losung. Die Losung fir x; /o wird als komplexe
Loésung bezeichnet, da sie sich aus einer reellen und einer imaginaren
Zahl zusammensetzt und der Losungsraum ist die Menge der komple-
xen Zahlen 7, mit der Definition

C=lzlz=x+jy, x y€ER] . (Glg. 2.1)

Zum Beweis der Gultigkeit verwende man den Vieta‘schen Wurzelsatz
und schreibe

_ _ _ b, V4ac — b? b J4ac— b3 _
()C xl)(x xQ)_(x+2a+.] 2a )(x+2a J 2a )_

_ b c
—x2+ax+a

Das Ergebnis entspricht der normalisierten Form der quadratischen
Gleichung.

2.2. Darstellung komplexer Zahlen

Zur grafischen Darstellung komplexer Zahlen z=x+jy gentigt der reelle
Zahlenstrahl nicht mehr und man fihrt die Gau8sche Zahlenebene
mit einer reellen und einer imagindren Achse als kartesisches Koordi-
natensystem ein. Der Realteil x einer komplexen Zahl z wird auf der
reellen, ihr Imaginéarteil y auf der imaginaren (j-) Achse aufgetragen und
im Ergebnis kommt man zu einer quasivektoriellen Darstellung. Ob-
wohl die Regeln der Vektoralgebra weitestgehend anwendbar sind be-
zeichnet man die grafische Darstellung komplexer Zahlen als Zeiger.
Dies liegt z.B. daran, dass man sehr wohl komplexe Zahlen, nicht aber
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Vektoren dividieren kann. In der GaufSschen Ebene kann ein komplexer
Zeiger z in kartesischer oder polarer Form dargestellt werden. Das fol-
gende Bild zeigt den komplexen Zeiger zund den dazu konjugiert kom-
plexen z* der sich nur im Vorzeichen des Winkels unterscheidet.

Im[z] .
. z
Jyt===-"-""3 :
® Z
: >
—¢ " Re[z]
e ' -

Bild: Komplexer Zeiger z und konjugiert komplexer Zeiger z*

In kartesischer Form ist die Komponentenschreibweise z = x + jy und
z*= x — jy far die konjugiert komplexe Zahl. Die polare Darstellung er-
halt man sofort tiber die Winkelbeziehung

z = z(cos¢ + jsing) ,

z*= z(cos¢ — jsing) , (. 2.2)

mit dem Betrag | z| =z und dem Winkel ¢
z= |zl =/ +y*> ,¢= arctan( )—yc) . (Glg. 2.3)

Mit der berihmten Eulerschen Gleichung
e/’ = cosg + jsing (Glg. 2.4)

kann die Exponentialform fir die komplexe Zahl angegeben werden:

z= z ek , (Glg. 2.5)

bzw. fir die konjugiert komplexe Zahl

z *= e_j‘P
Der Winkelfaktor e/? gibt dabei an, in welche Richtung der Zeiger aus
der positiven reellen Achse gedreht ist. Zur Rechenerleichterung lohnt
es, sich einige Winkel zu merken, z.B.
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= 0Q° e =1,
:% e/§=j,
:_% e_f%:_Ja
=+ . et =-1

Die Multiplikation mit j bedeutet Drehung des betreffenden Zeigers in
der komplexen Ebene um 90° in mathematisch positiver Richtung; Mul-
tiplikation mit -j entspricht der Drehung des Zeigers um -90°.

2.2.1. Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

Die Addition und Subtraktion komplexer Zahlen fiihrt man sinnvoller-
weise in Komponentenform durch, so ist

Z, £ 2, = (X1 £ X)) + Yy, £ yo)

Die Graphische Bestimmung von Summe und Differenz komplexer
Zahlen erfolgt wie die Addition und Subtraktion von Vektoren. Man be-
achte allerdings, dass man nicht durch Vektoren dividieren kann,
durch Zeiger jedoch schon. Zur Multiplikation und Division verwendet
man die Exponentialform

. = (P, +o
Z]_ ZQ = 2122 e]( 1 2)

21 _ 21 igi—¢)
Z; 25

Die Exponentialform ist zum Potenzieren und Radizieren ebenfalls gut
geeignet:

; 1 1
zZh =z | zZn = zneh

Fur die Differentiation nach dem Winkel 6 erhédlt man

%g = jzel = zel?t3)

Die Ableitung eines komplexen Zeigers nach dem Winkel 6 bedeutet
geometrisch also eine Drehung um 90° im mathematisch positiven
Sinne. Entsprechend ergibt die Integration nach 6

[gdrp = %ze"‘” = zelv—3) |

d.h. die Integration eines komplexen Zeigers ist also gleichbedeutend
mit der Drehung des Zeigers um -90° in der Gaufischen Ebene.
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2.2.2. Komplexer Zeiger und Differenzialgleichung

Zur Bestimmung des stationdren Zustandes eines Systems kann man
die Storfunktion x(f) einer Differenzialgleichung auch gleich komplex
ansetzen. Dies wird am Beispiel der DGL eines RC-Gliedes gezeigt; die
DGL ist

dy(t)

Tdt

+ y(t) = x(1)
und man setzt an:
yi) = g- et xft) = x- et

Mit der ersten Ableitung
ayl) _ ~ .
—ar Y e e
gilt fir die DGL

joTy et + yelt = x et

Hieraus entnimmt man, dass der Drehfaktor - wie in der komplexen
Wechselstromrechnung tiblich - sogar herausgekuirzt werden kann und
nach Umformung fir die komplexe Amplitude der Loésung gilt

A 1 . A
Y=1 + joT *
Die Aufspaltung in Betrag und Phase liefert

Q — 1 e—j arctan(w?) . )’2:
J1 + (@13

und die Losung kann im Zeitbereich angegeben werden

y(t) = Im 1 e—jarctan(w’]) - X ejwt —
/1 + (@7)?
= Im 1 ej[wt—arctan(w’])] x| =
/1 + (@7)?
x

= ——=—— sin(wt — arctan(w7))

J1 + (@12

Diese Losung beschreibt ausschliefilich den eingeschwungenen Zu-
stand des Netzwerkes und nicht den abklingenden Ausgleichsvorgang,
den man bei Einschalten zum Zeitpunkt =0 mit der Laplace-Transfor-
mation bestimmt.
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2.3. Wurzeln komplexer Zahlen (Kreisteilung)

Komplexe Zahlen sind aufgrund der 2n-Periodizitat von

e” = cosg + jsing
mehrdeutig, denn es gilt

e = cosg + jsing = cos(p + 2kn) + jsin(p + 2kr) , kKEN

Damit gilt fir die n-te Wurzel der komplexen Zahl z die Beziehung

Ny = Vg el# 2k — 1y . gig/ntk2a/n) (Glg. 2.6)

bzw. in polarer Darstellung

Wz = Yz - [cos(p/n + K2x/n) + jsin(p/n + K2x/n)|
k=0,1, ..., n—1

(Glg. 2.7)

Beispiel: Gesucht sind die Wurzeln der komplexen Zahl

32 + 3j

Zunéachst wird der Radikant in Exponentialform dargestellt; fir Betrag und
Phase erhéalt man

z=|z| = \/m =/13 , ¢= arctan% =~ 0,98rad
Damit folgt fir den Betrag der drei Losungen
3//13 = 913 ~ 1,533
und die Losungsformel
32 + j = 913 - [cos(0,98/3 + k2x/3) + jsin(0,98/3 + k27/3)], k=0, 1, 2.
Die drei Einzelldsungen sind dann

k=0: 913 -[cos(0,98/3) + jsin(0,98/3)] = 1,45 + jO,5

k=1: 913 -[cos(0,98/3 + 27/3) + jsin(0,98/3 + 27/3)| = — 1,16 +j ,
k=2: 913 -[cos(0,98/3 + 47/3) + jsin(0,98/3 + 4x/3)] = — 0,3 — j1,5

Der Begriff Kreisteilungsgleichung erklart sich mit den nachfolgenden Bild.
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I,
.
A

15 -1 -0.5 0.5 1 1.5 Re[z]

Bild: Zur Kreisteilungsgleichung

Die - hier gerechnete - dritte Wurzel teilt den Kreis mit dem Radius §13 in drei
gleiche Segmente.

2.4. Aufgaben

1.) Berechnen Sie zaus j(z° +j) = 4.

Ergebnis:
zy =171 , z = -148-0.85 , z,=1.48-0.85

2.) Berechnen Sie zaus 2z* — 1 = j°.

Ergebnis:
z,=—-09-0.18 , z =0.18-0.95 ,
z,=—-018+0.9; , z3=09+0.18)
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3. Integralrechnung

3.1. Uberblick

Die Funktion F(x) ist im Intervall x € I = [a, b] eine Stammfunktion von
fix), wenn

a9~ fin

gilt. Durch formale Multiplikation mit dx erhalt man hieraus das unbe-
stimmte Integral

Flx) = If(x)dx+ C , (Glg. 3.1)

mit der wahlbaren Integrationskonstanten C. Bei der Losung physika-
lisch motivierter Aufgabenstellungen enthalt die Konstante C meist die
Anfangsbedingung der physikalischen Grofe.

Die Berechnung von Flachen erfolgt durch das bestimmte Integral

b

If(X)dx = F(b) — Fla) ;

a
es gibt den resultierenden Flacheninhalt zwischen f{x) und der x-Achse
vorzeichenrichtig wieder. Flachen oberhalb der x-Achse haben positi-
ves, Flachen unterhalb der x-Achse ein negatives Vorzeichen. Wechselt
also flx) in Idas Vorzeichen, so heben sich negative und positive Flachen
gegeneinander auf. In der Elektrotechnik macht man sich dies bei der
Berechnung von Mittelwerten rein sinusférmiger Vorgange zu nutze, es
gilt

(Glg. 3.2)

2m
I sin(x)dx = [— cos(x)]gjr =0
0

3.2. Integrationstechnik

In vielen Fallen muss eine Stammfunktion gezielt erraten werden, was
einige Erfahrung voraussetzt. Dennoch existieren einige wesentliche
Grundregeln, die diesen Prozess systematisieren helfen.

3.2.1. Integrationsregeln

Die Vertauschung der Integrationsgrenzen dndert das Vorzeichen des
Integrationsergebnisses:

a

b
If(x)dx= Fla] — Fb] = — If(X)dx= — [F(b) — Fla) ]

b
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Linearitat

Die Multiplikation des Integranden mit einer beliebigen Konstanten c
liefert:

[C'f(X)dx= c [f(X)dx ;

d.h. die Konstante kann als Faktor vor das Integral geschrieben werden.
Wie die Differenziation ist auch die Integration eine lineare Operation;
mit den (beliebigen) konstanten Faktoren c; und cp gilt

[[cl Sl + ey g(x)]dx =cy [f(x)dx+ cy [g(x)dx

Partielle Integration

Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel der Diffe-
renzialrechnung, fir die Ableitung des Produktes v(x)u(x) erhalt man

dix[u(x) c (] = % U9 + u(x - g_)lé )

bzw. aufgeldst

dv _ d

u(g - 4Y = L - o) - vy - 9

Die formale Integration liefert
Ldvg. | d ) _ . du
[ u(x) dxdx [ dx[u(x) v(x]dx [ (%) dx dx ,
bzw. nach - ebenso formalen - Kiirzen von dx

[ u(x - dv = u(x - v(x) — [ v(x) - du

Die Schwierigkeit besteht nun darin, einen Teil des Integranden als u(x)
und den anderen als dv zu identifizieren.

Beispiel: Es soll das unbestimmte Integral
[sin(x) e Xdx
gelost werden. Man setze beispielsweise u(x)=sin(x) und dv=e * dx; dies liefert
(1) I= [sin(x) e Xdx = —sin(x) e *+ [cos(x) e *dx

und das Problem ist noch nicht gelost. Die weitere partielle Integration des
neuen Integrales fiihrt dann auf
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(2) [cos(x) e Xdx =
= —cos(ye *— [sin(x) e Ydx= —cos(x)e *—-1
Das Einsetzen von (2) in (1) ergibt
I= [sin(x) e Xdx= —sin(x e *—cos(x)e -1
und nun kann nach dem gesuchten Integral aufgelost werden:

I= [sin(x) e Ydx = — eT_x[sin(x) + cos(x]

3.3. Integration rationaler Funktionen

Gegeben sei die rationale Funktion

A = g(x) _ 9% +a; x+ ..+ ax? (Glg. 3.3)
hx) by+ b x+ ..+ bypxm ’

mit dem Zahlerpolynom g(x) und dem Nennerpolynom h(x). Ist der Grad
des Zahlerpolynoms grofier oder gleich dem des Nennerpolynoms, also
nwm, dann muss die Polynomdivision durchgefiihrt werden, um einen
echt gebrochenen Anteil zu erhalten:

Sl = 9 _ u(x) + v , (Glg. 3.4)
X

hx)

Wéhrend u(x) meist elementar integriert werden kann ist fir v(x)/ h(x)
oft die Partialbruchzerlegung (PBZ) nétig.

3.3.1. Partialbruchzerlegung fiir einfach-reelle Polstellen

Enthalt h(x) ausschliefSlich k einfach-reelle Nullstellen (Pole), so kann
wie folgt faktorisiert werden:

Glg. 3.5
Ax) = By - (x — x;)(x — x5)...(x — x;) (Glg. 3.5)
und der Ansatz fir die PBZ lautet:
v Ay 4 L A (Glg. 3.6)
hx) X—X3 X=Xy 0 X=X O

Die Berechnung der A; mit =1, ..., k erfolgt nach Multiplikation mit h(x)
durch Koeffizientenvergleich der linken und rechten Seite.
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Beispiel: Es soll das unbestimmte Integral

X
—— dx
[xQ +x—2
berechnet werden; es ist
g =x , h=x>+x—2

und h(x) hat die beiden reellen Nullstellen x;=-2, x»=1. Damit lautet der An-
satz fur die PBZ

x _ A L A
x+2)x—-1) x+2 x-—-1

und nach der Multiplikation mit h(x)
x=Ajx— 1)+ Ay (x+2) = (A + Ay) x+ (- A; + 24,) X°

Nun kann der Koeffizientenvergleich der linken mit der rechten Seite erfolgen;
man erhélt das Gleichungssystem

X 1=A+4, ,

Hieraus folgt schliefflich mit den Lésungen A;=2/3 und Ay=1/3 fir das zu 16-
sende Integral

X gx=2|_dx 1 _dx _2 1 _
[x2+x—2dx 3[x+2+3[x—1 sinfx+2] +3In]x—1].

3.3.2. Partialbruchzerlegung fiir mehrfach-reelle Polstellen

Enthéalt h(x) mehrfach-reelle Nullstellen (Pole) x4, von der Vielfachheit
w, so gilt die Faktorisierung

hx) = Guw - (x— xq)w (Glg. 3.7)

und der Ansatz fir die PBZ lautet:

v(x) By, B, B, (Glg. 3.8)
W—...-F — + e R s
(x = xq) (x = xq)
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Beispiel: Es soll das unbestimmte Integral

X2 + x
dx
[x3—6x2+ 12x — 8
berechnet werden; es ist
g =x>+x , hAY=x>-6x2+12x—-8 = (x—2)3

und h(x) hat die dreifach-reelle Nullstelle x;=2. Damit lautet der Ansatz fir
die PBZ

x(x+ 1) B, B, By
x—2° (x-2p x-22 x-2

und nach der Multiplikation mit h(x)
x*+ x= By + Bylx—2) + By(x — 2)? =
= By + By(x — 2) + By(x* — 4x + 4) =
= B;x? + (B, — 4B;)x + (B3 — 2B, + 4B;)x°

Nun kann der Koeffizientenvergleich der linken mit der rechten Seite erfolgen;
man erhélt das Gleichungssystem

x2 1=5B; ,
x': 1=B,-4B, |,
x: 0= B;-2B,+ 4B,

Hieraus folgt schliefSlich mit den Loésungen B;=1, Bp=5 und B3=6 fir das zu
l6sende Integral

dx dx dx _ _
6[(x_2)3+5[(x_2)2+[x_2_

= 3 S _4in|x-2|

Cx-22 (x-2)

3.3.3. Partialbruchzerlegung fiir konjugiert-komplexe Polstellen

Enthalt h(x) konjugiert-komplexe Nullstellen (Pole) x.+jy., so gilt die
Faktorisierung

(Glg. 3.9)
hog = (X = Xe = JYe)(X = X + jYe)ow = ool = X2 + Y2)-.

und der Ansatz fir die PBZ lautet:
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v Cx+D (Glg. 3.10)
e P e R

Die hierbei nach der PBZ auftretenden Integrale erfordern die Anwen-
dung der Substitutionsmethode, die in den nachfolgenden Kapiteln be-
sprochen werden soll.

3.3.4. Integrale vom Typ x? + a?
Das Integral vom Typ

_dx _ a#0 (Glg. 3.11)
X2+ az

fihrt auf die Funktion arctan(x), da gilt

iarctan(x) =1 . (Glg. 3.12)

dx 1+ x2

Die Losung kann mittels einer geeigneten Substitution erfolgen. Diese
ist so zu wahlen, dass im Grunde (Glg.3.12) zu integrieren ist. Dazu
muss (Glg.3.11) elementar umgeformt werden:

_dx _ 1 |___dx
X2+ a2 a?) (x/a?+1

und die Substitution dréngt sich férmlich auf; wir setzen
u=x/a , du/dc=1/a — dx=adu

und erhalten

1 adu 1 du 1 1
— | 2=~ = | =22 = 2grctan(u) = =arctan(x/a
az[u2+1 a[1+u2 a ) =a (/)

Beispiel: Es soll das unbestimmte Integral (Nenner von (Glg.3.10))

dx
(x— xc)? +y%

berechnet werden; man erhalt

[ dx =L[ dx
X — X 2+ 2 2 — X, 2
( c)*tys e () +1

c

und mit der Substitution

u:x;_cxc —du/dx = 1/y. dx=y.du |,



3. Integralrechnung

21

schliefdlich das Ergebnis

1| Yyedu _ 1 _ 1 X — X
2 [ 21 ycarctan(u) = ycarctan(—yc )

3.3.5. Integrale vom Typ ax? + bx + ¢

Das Integral vom Typ

dx (Glg. 3.13)
ax2+bx+c

kann nur durch Fallunterscheidung gel6st werden, denn je nach Art der
Polstellen gibt es zwei mogliche Falle.

1. Fall: D = b? — 4ac = 0, es liegt eine doppelte Nullstelle des Nenners
bei

Xy = - b/2a , a=0

vor. Damit kann der Nennerterm wie folgt dargestellt werden

b 2
ax’>+bx+c= a(x+—)
2a
und es liegt die Substitution
u=x+L |, dydc=1 - dx=du

2a
nahe; fir das Integral gilt dann schliefslich

l[Lzl[ﬂzl(_l)z_l 1 _ -2
a 2 a 2 a u a b
(x+2_ba) u x+% 2ax+ b

2. Fall: D= b?> — 4ac # 0, d.h. der Nenner hat zwei reelle (D>0) oder
zwei konjugiert-komplexe Nullstellen (D<0)

Xy = — b/2a + Vb?> — 4ac/2a , a=0

Damit kann der Nennerterm nach quadratischer Ergdnzung wie folgt
dargestellt werden

2 2
2 _ 2 b b\ _ (b o I
ax +bx+c—a(x +22ax+(2a) (Qa) +a)

2 2
_ b 2 2 - _ (b
_a((x+2a) +d) oo (L)

Qlo
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Bevor die Substitution durchgefiihrt werden kann, wird noch die fol-
gende Umformung des Nennerterms vorgenommen

2 2
b 2| _ 2 (2ax+ b
a((x+2a) +d) ad(( Sad ) +1)

und die sinnvolle Substitution lautet

_2ax+b _ - - -
u==5--7" du/dx = 1/d dx=d- du
Damit gilt fir das Integral
1 dx _ 1 du _ 1
adQ[ 2ax+b)? 1 - ad[ u? + 1 adarctan(u)
( 2ad ) +
und nach Rucksubstitution
[axz +d)bcx+c= /1 p?  arctan 2ax+22
a - g Y 2a % Y

3.3.6. Beispiele
Beispiel 1: Berechne das bestimmte Integral

1
x2
—= dx
[3x2+3
0

Im ersten Schritt ist die Polynomdivision durchzuftihren, da n=m=2 ist; man

erhalt:
2 . (212 - 1__ 1
X D (Bx* + 3) 3 3213
X2+ 1
0-1

Jetzt kann die Integration durchgefihrt werden:

1 1 1

1

X2 _1 1 dx Lc_arctan(x) _1

[3x2+3dx_3[dx 3[x2+1_|:3 3 ]0_3
0

ls
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Beispiel 2: Man berechne das unbestimmte Integral

3 — y2 —
[x xz+x ldx
X2 + x

Auch hier muss im ersten Schritt die Polynomdivision durchgefiihrt werden,
da n>m=2 ist; man erhalt:

03— x2+x-1) :(xQ-+—x)=x—2-l——3x—1

5, 2 x(x + 1)
X X
0 — 2x2
- 2x2 — 2x
O+3x—-1

und erkennt, dass der Restbruch mittels PBZ zerlegt werden muss; der Ansatz
lautet

3x—1 _ A Ay
xX(x+ 1) X x+1 7

da es sich um zwei einfach-reelle Polstellen handelt. Multiplikation mit dem
Hauptnenner liefert

3x—1=A(x+1)+A,x= (A + Ay))x+ (A)xX°

Im Rahmen des Koeffizientenvergleiches folgen fir A;=-1 und far A>=4, so
dass das Integral jetzt geldést werden kann:

X33 =x2+x-1 _ _ | dx dx _
[ 24 dx_[xdx z[dx [x+4[_x+1_

2
=%—2x—ln|x| +4In|x+ 1|
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3.4. Aufgaben

1.)  Berechnen Sie
1
S+ 2
A= X+ 2x g
[xQ +2x+5
0

Ergebnis: A = 0,183

2.)  Berechnen Sie
1
x4
B = dx
[ 2x2 + 2
-1
. B=T _2 _
Ergebnis: B = 773 0,119
3.) Berechnen Sie das unbestimmte Integral
I= dx
X3+ 2x2% + x
Ergebnis:
I==—L 4 iIn|x| —In|1 + x|

1+ x



4. Laplace-Transformation

4.1. Uberblick

Mithilfe des Fourierintegrales

Fljw) = I flt) et dt (Glg. 4.1)

kann unter unter der Konvergenzbedingung (Schranke M)

[ee]

I A8 dt < M < o

fir die Funktion f{t) deren Spektrum F(jw) berechnet werden. Leider ist
diese Bedingung fir bereits fiir einfache und praktisch wichtige Zeit-
funktionen nicht erfallt. Fur Zeitfunktionen f{f), die fir t<O identisch
Null sind, kénnen die Konvergenzschwierigkeiten jedoch haufig beho-
ben werden, wenn man zunichst die Funktion f{t) mit e°t (¢ >0 ) multi-
pliziert, die Fouriertransformation fiir f{t) e °t durchfiihrt und dann o—0
streben lasst.

Die Laplace-Transformation wird durch die Abbildung

[ee]

Flp) = If(t) e Pdt , p=o0+jw (Glg. 4.2)
0
definiert und eignet sich zur Losung von Differenzialgleichungen und
zur Berechnung von Einschaltvorgdngen, bzw. Anfangswertaufgaben.

Das Laplace-Integral enthalt die komplexe Kreisfrequenz p und man
schreibt auch hier die Korrespondenz

fly O—@ Fp . (Glg. 4.3)

Ein wichtiger Vorteil gegentiber der konventionellen Lésung von DGLs
ist, dass die Transformation nach (Glg.4.2) in den Bildbereich, sowie die
Rucktransformation in den Originalraum meistens nicht durch Inte-
gration erfolgen muss. Vielmehr kommen Tabellen zum Einsatz, aufde-
ren Elemente die meisten zu transformierenden Original- oder Bild-
funktionen abgebildet werden kénnen.
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4.2. Wichtige Korrespondenzen der Laplace-Tranformation

Die nachfolgende Tabelle enthalt die fiir die Anwendung in der Elektro-

technik wesentlichen Korrespondenzen.

fly = LT '[Fp)] , t=0 Fp) = LTIf(9]
1
1) 1 >
1
2) ( 2
tk 1
3.) Kl pkt1
4) et P 1 7
5' t at 1
) c (0 - a)?
p
6.) cos(wg 1) 2+ wg
7.) sin(w,, 9 o0
p? + wf
at p—a
8.) cos(wg ) € (p-a)2+ wg
a)
9) sin(wg t) e** — 02 T2
(p—a)+ o]
10.) cosh(a ?) }ﬁ
. a
11)) sinh(a ) m

Grundséatzlich ist der Definitionsbereich fiir f{t) zu beachten, da f{t<0)=0

gelten muss.
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4.3. Wichtige Sidtze der Laplace-Transformation

Nachfolgend werden einige wichtige Satze der Laplace-Transformation
aufgefiihrt, die zur Losung von Anfangswertaufgaben bendtigt werden.

4.3.1. Linearitat

Die LT ist eine lineare Operation, es gilt

¢ il + cyfol) O——@ ¢ Fy(p) + ¢y Fp(p) . (Glg. 4.4)

4.3.2. Faltungssatz

Fur das Faltungsintegral zweier Funktionen fi(¢) und f>(¢) gilt

[ee]

[ f0 = [fl(f)fz(f— T)dr

— @

Die Faltung stellt eine der wichtigsten Operationen in der Systemtheo-
rie und der Regelungstechnik dar, da bei Kenntnis der Impulsantwort
h(t) die Systemreaktion y(f) auf eine beliebige (deterministische) Erre-
gung x(t) berechnet werden kann

y(t) = x(t) * hlt) = [ x(t) h(t — 7)dr

Aus diesem Grund spielt der Faltungssatz der LT fiir die Anwendung in
der Technik eine herausragende Rolle; es gilt

yi) = W *x(y O—@ Y(p) = Hp) - Xlp) . (Gig. 4.5

4.3.3. Verschiebungssatz (Dampfung)

Wie man leicht nachrechnen kann gilt
fl - et O——@ Flp - p (Glg. 4.6)
und

flt—ty) O——@ Fp) e Pl . (Glg. 4.7)
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4.3.4. Differenziationssatz

Fur die erste Ableitung einer Zeitfunktion gilt

df(y)/dt O——@ pFp - flO) ; (Glg. 4.8)

sie enthalt die Anfangsbedingung f{0). Ist die Zeitfunktion n-mal diffe-
renzierbar, dann gilt

d"f(y/dt" O——@ (Glg. 4.9)
p"F(p) - p*~ ! fl0) = p" 2 0) — ... — f*"1(0)

4.4. Beispiele

Beispiel 1: Gegeben ist die Differenzialgleichung

%-FQy(t):t, yo)=0 , t=0

Die LT liefert die algebraische Gleichung

p Y(p) — y(0) + 2Y(p) =1§ ,

aus der unter der Berlicksichtigung der Anfangsbedingung y(0)=0 das Bild
der gesuchten Losung ermittelt werden kann; es gilt

1
Yp) = 5——%;
p?(p+2)
Zur Rucktransformation muss der Ausdruck durch Partialbruchzerlegung in
elementare, d.h. mit der Tabelle zurticktransformierbare, Terme umgeformt
werden. Y(p) hat eine doppelt-reelle Polstelle p=0 und einen einfach-reellen
Pol p=-2; daher lautet der Ansatz fir die PBZ

1 Ay B, B2
p’(p+2) p+t2 p2 P

Y(p)
und nach Durchmultiplizieren mit dem Hauptnenner erhalt man

1=Ap>+Bip+2) +Byp+2p=
= (A; + By)p? + (B; + 2B, )p + (2B;)p°
Der Koeffizientenvergleich beider Gleichungsseiten liefert Aj=1/4, B;=1/2

und By=-1/4; damit liegt Y(p) in der nachfolgenden, ricktransformierbaren
Form vor:

1 1 1 1 1 11
Y - — = = + _____
(p) p2(p+2) 4p+2 2p2 4 p
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Die Rucktransformation mit den Korrespondenzen [1], [2] und [4] liefert die
Loésung
1

L., 1 , t=0

1. -2t
Y =g-e " rgrtoy

Beispiel 2: Gegeben ist die Differenzialgleichung

d?y(t)  dy(Y)
dr> dt

—2y(H) = 3cos(y2 1) , YO) =y0) =0 , t=0

Die LT liefert unter Berticksichtigung der beiden Anfangsbedingungen die al-
gebraische Gleichung

2 _ _ _ p
p” Y(p) — p Y(p) — 2Y(p) 3p2+2

und hieraus

_ p
P =S a2 1 2

Zur Rucktransformation muss wiederum die PBZ durchgefihrt werden. Der
Nenner enthélt zwei Faktoren, die gesondert betrachtet werden kénnen; far

p2+2

liegen zwei konjugiert-komplexe Pole p_ , o =E J J2vor, d.h. es bietet sich fiir
diesen Term der reelle Ansatz

Cp+ D
p*+2

an. Der zweite Faktor hat die einfach-reellen Nullstellen

_1i‘/1+8_li§
Pa3ja = 2 272
also p,3 = — 1und p,4 = 2; damit lautet der Gesamtansatz fir die PBZ
A A Cp+ D
Y(p) 3p 1 2 p

T+t p-2 P+t PtI D2 pro

Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner

3p=Ap-2)P*+2) +Ap+ 1)(p*+2)+ Cp+ Dp+ 1)(p —2)
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und einigen Umformungen
3p=(A;+A,+ Op® — (—2A, + A, — C+ D)p? +

+ (2A; + 24, —2C — D)p + (— 4A; + 2A, — 2D)p°

kann der Koeffizientenvergleich durchgefiihrt werden. Nach etwas langerer
Rechnung erhalt man fur die gesuchten Koeffizienten

Die PBZ von Y(p) sieht dann aus wie folgt

1/3  1/3  —-2p-

_ 3p _
Y(p)_(p+1)(p—2)(p2+2)_p+1+p_2 P2+ 2

und kann so noch nicht vollstdndig mithilfe der Tabelle zurticktransformiert
werden. Der letzte Bruch muss noch durch Aufteilen in zwei Teilbrtiche und

Erweiterung des Zweiten mit /2 wie folgt angepasst werden:

1/3+ 1/3 2 p 1 1 2
p+1l p—-2 3p2+2 3p2+2 /o

Yip) =

Nun kann die Rucktransformation in den Originalraum gliedweise durchge-
fuhrt werden; man erhédlt mit den Korrespondenzen [4], [6] und [7] die Losung
der Anfangswertaufgabe

y(t)=%e_t+%ezt—%cos(\/§)—gsin(ﬁt) , t=0

4.5. Aufgaben

1.)  Berechnen Sie y({) aus
dZQ(t) + 5dz(:) +4y(f) = 2sin(4) , y(0)=0 , y(0) =0
Ergebnis: y(t) = — 1 -4ty 8 -t S —-cos(4t) — sm(4t)
12 51 68
2.)  Berechnen Sie y(t) aus
dZQ(t) +ay(n) = Leos@) , y0)=0 , y(0) =0

Ergebnis: y(t) = cos(2 ) — cos(3 f)



Teil (II): Elektrotechnik

1. Zweipoltheorie im Gleichstromkreis

Mit der Zweipoltheorie konnen elektrische Netzwerke z.T. stark verein-
facht werden. Daher spielt sie bei der Modellierung von elektrischen
Netzwerken eine wichtige Rolle.

1.1. Unabhingige Quellen

Der elektrische Strom in einem Netzwerk ist auf die Wirkung einer
Spannung, die die beweglichen Ladungstréger entlang des elektrischen
Feldes beschleunigt, zurtickzuftihren. Aus diesem Grund sind alle elek-
trischen Energiequellen von der Physik her als Spannungsquellen zu
betrachten. In der Anwendungin der Elektrotechnik wird der Begriff der
Spannungsquelle noch um die Unabhangigkeit vom Lastwiderstand
erweitert.

ol l .

)
Bild 1.1: Zur Spannungs-/ Stromquelle

Aus (Bild 1.1) erhalt man fir die Verbraucherspannung mit der Span-
nungsteilerregel

L1
Ri
1 +R_V

Uy = U, U,

"Ry + R,
und man sieht, dass fir Ry>>R; die Verbraucherspannung ungefahr
gleich der Quellspannung ist

Uy= U, . (Glg. 1.1)

Diese Naherung gilt fir einen weiten Bereich des Lastwiderstandes, so-
fern dieser nur sehr viel grofSer als der Innenwiderstand ist; man spricht
von einer Spannungsquelle, die dem Verbraucher die Quellspannung
Uq einprégt.

Abhangig von der Aufgabenstellung ist es manchmal ntitzlich, anstelle
mit einer Spannungsquelle mit dem Modell einer Stromquelle zu arbei-
ten. Physikalisch gesehen ist eine Stromquelle auch wieder eine Span-
nungsquelle mit der Eigenschaft, dass der von ihr abgegebene Strom
weitgehend unabhdingig vom Lastwiderstand ist. Die Einfihrung von
Stromquellen kann zu Rechenvereinfachungen fiihren. Berechnet man
in der Schaltung (Bild 1.1) den Verbraucherstrom

Uq ﬂz . 1

IV:Ri+RV= R,

Ry
1+E

so kann man fir Ry<<R;in guter Ndherung von einer konstanten (einge-
pragten) Einstrémung
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U,

I, =~ ?(j =1, (Glg. 1.2)
sprechen. Fur die Betriebsfalle als Stromquelle wird ein anderes Ersatz-
schaltbild (Bild 1.2) verwendet.

Bild 1.2: Modell der Stromquelle

In der Energietechnik wird man tiberwiegend mit Spannungsquellen
rechnen, da die Konstanz der Netzspannung unabhangig von der Last
eine grofie Forderung ist. In Schaltungen der Daten- und Informations-
technik ist es abhéangig von der betrachteten Anwendung notwendig
zwischen den beiden Modellen Spannungs- und Stromquelle zu wah-
len.

1.2. Das Uberlagerungsgesetz

Mit dem Uberlagerungssatz nach Helmholtz kénnen Netzwerke verein-
facht und berechnet werden. Der Uberlagerungssatz ist bei allen linea-
ren Systemen in der Natur anwendbar. Zur Einfihrung dieser Methode
wird das Netzwerk nach (Bild 1.3)

o

N 2 I
R, R, I:I .
Ao

1

4

Bild 1.3: Beispiel zur Einfiihrung des Uberlagerungssatzes

zunachst einmal nur umgezeichnet (Bild 1.4). Es ist sofort einsichtig,
dass jede der beiden Quellen einen Beitrag zum Verbraucherstrom F;
liefern muss. Ziel der Uberlagerungsmethode ist es nun, sowohl diesen
Beitrag, als auch den Gesamtstrom zu bestimmen.
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I | R; | Iy
| |

w, O —— | Ry

o R, o

L —y : :
CIONE. |
o) |
L - J

Bild 1.4: Umgezeichnetes Netzwerk

Vorher soll allerdings der Uberlagerungssatz allgemein betrachtet wer-
den. Jedes beliebige Netzwerk kann in eine Form des Beispiels (Bild 1.4)
umgeformt werden, so dass allgemein (Bild 1.5) gilt. Das Netzwerk wird
durch n Spannungsquellen Uy bis Uyn, und m Stromquellen I bis Iym
erregt, die alle zum Verbraucherstrom beitragen.

—Ilb—o—
v,
)
: I, I,
——0—] —_
Upn :
ql C) lineares Ry
——o0— elektrisches

a1 Netzwerk

o~

m

Bild 1.5: Allgemeine Darstellung eines linearen Netzwerks

Wendet man den Uberlagerungssatz auf elektrische Netzwerke mit be-
liebig vielen Quellen (Bild 1.5) an, so kénnen die Zweigstrome des Netz-
werkes durch Addition der jeweils nur von einer Quelle allein hervorge-
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rufenen Teilstréme berechnet werden Fur die Anwendung mussen
allerdings wichtige Forderungen erfillt sein:

1.) Das Netzwerk muss aus linearen Schaltungselementen aufge-
baut sein, d.h. Strom und Spannung werden tiber das Ohmsche
Gesetz linear miteinander verknupft.

2.) Die im Netzwerk vorhandenen Energiequellen mlissen vonein-
ander linear unabhéngig sein.

Uberlagerungsmethode

Wenn die beiden Forderungen durch das vorliegende Netzwerk erfillt
sind, Uberlagern sich die von den Quellen verursachten Teilstrome
ohne gegenseitige Stérung nach dem folgenden Algorithmus:

1.)  Alle Quellen, bis auf eine, werden als energetisch nicht vor-
handen betrachtet. Dabei sind

a.) ideale Spannungsquellen durch einen ,gedachten” Kurz-
schluss und

b.) ideale Stromquellen durch einen Leerlauf (offene Verbindung)
zu ersetzen!

2.)  Der Reihe nach werden nun alle Quellen als energieméafdig wirk-
sam angesehen und die Teilstréme berechnet.

3.)  Alle Teilstrome werden vorzeichenrichtig zum Gesamtstrom
addiert.

Achtung: Die als energiemafSig nicht wirksam gedachten Quellen be-
halten ihren Innenwiderstand bei der Berechnung bei. Es handelt sich
dabei um den Ubergang vom aktiven in einen passiven Zweipol.

Beispiel:  Inder Schaltung (Bild 1.3) soll der Verbraucherstrom I, mit dem Uberlage-
rungsgesetz berechnet werden. Es werden die Teilstréme k/’und I,” ge-
trennt voneinander berechnet und danach zum Gesamtstrom I, Uiberla-
gert.

:I TII’ T L’
Ril \4

UqllCD l I qul b

1

I

RQ v il RQ

Bild 1.6: Anwendung des Uberlagerungssatzes
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Anmerkung:

1.) Nur Uy, ist wirksam:

Zur Berechnung von k/’ soll zunéchst der Gesamtwiderstand berechnet
werden

R, R
Ryes = R + —2"Y
ges = M1 TR ¥ Ry

damit wird der Gesamtstrom [;’im ersten Fall

Lo Y _ Uy (Rp + Ry
! " Rges RpRy+R;Ry+ Ry R,

und mithilfe der Stromteiler-Regel berechnet sich f,’zu

, Ri2 _ Uql Ri2
R, + RV_ R, Ry+ R; Ry + R; Ry

I, =1

2.) Nur U, ist wirksam:

Die Berechnung von F,” erfolgt analog wie oben. Zunéchst wird also der
nun resultierende Gesamtwiderstand bestimmt zu

Ryes = R, + — 1%V
es — )
g 2R+ Ry, ’
damit wird der Gesamtstrom L ”’
Uy Uq2 (R;; + Ry

I r — q — ,
2 Rges Ry Ry+ R; Ry+ R Ry

und den zweiten Teilstrom I, nach der Stromteiler-Regel zu

Ry _ Ugp Ry
Ry, +Ry RpRy+R;Ry+ R;R,

Zur Berechnung des Verbraucherstromes Iy miissen nun beide Teilergeb-
nisse Uberlagert - vorzeichenrichtig addiert - werden; man erhéalt wie er-
wartet

I.=1) +I.) = Uqui2+Uq2Ri1
vV v _RVRi1+Ri1Ri2+RVRi2

Héatte man die Zahlpfeilrichtungen fir die Stréome I; und L anders gewéhlt,
so wére bei der Anwendung des Uberlagerungssatzes jeweils die vorzei-
chenrichtige Addition zu beachten gewesen.
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Zusammenfassung

Die Anwendung des Uberlagerungssatzes ist dann von Vorteil, wenn

1.)  nur ein Teilstrom gesucht ist und
2.) die Berechnung der Teilstréme mit geringem Aufwand méglich
ist.

Nichtlineare Netzwerke kénnen nicht mit der Uberlagerungsmethode
berechnet werden. Zwar sind die Gleichungen mithilfe der Kirchhoff-
schen Satze aufstellbar, jedoch ist die Losung mathematisch sehr auf-
wendig und meistens nur durch Anwendung numerischer Verfahren
erhaltlich.

Eingangssignale Ausgangssignale
—» System —>

Bild 1.7: Zum Uberlagerungssatz

Ein durch ein Eingangssignal x(t) angeregtes System antwortet mit der
fir die Anregung spezifischen Systemreaktion y(t). Jedes technische
System ist somit eindeutig charakterisierbar. Wirken mehrere Ein-
gangssignale x;(t) auf das System ein, wird die resultierende Antwort
sich aus einer Uberlagerung der Einzelantworten y; auf die Einzelsi-
gnale x; ergeben, sofern das System linear ist, man schreibt die Abbil-
dung

XY = zxi(t) -y = zyi(t) (Glg. 1.3)

1.3. Ersatzquellen

1.3.1. Methode der Ersatzspannungsquelle

Ein beliebiges passives oder aktives Netzwerk kann zwischen zwei
Klemmen immer durch das Modell einer Ersatzspannungsquelle durch
die Angabe von Klemmenspannung, bzw. Quellenspannung Uy (wider-
standslose idealisierte Spannungsquelle) und dem Innenwiderstand R;
vollstdndig beschrieben und damit teilweise erheblich vereinfacht wer-
den. Wie bei der Berechnung mit dem Uberlagerungsgesetz miissen
auch bei der Methode der Ersatzspannungsquelle ausschliefSlich li-
neare Schaltungselemente vorliegen.

1.) Schaltungen mit einer Quelle

Das Prinzip der Ersatzspannungsquelle soll anhand eines Beispiels
(Bild 1.8) erlautert werden.

a.) Das Bild zeigt eine Schaltung mit einer Quelle im Leerlauffall,
d.h. der Abschlusswiderstand Rjg ist unendlich grof3.
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* I O (1)
R;
“
U
R L
Uql 2
o o (0)

Bild 1.8: Zur Ersatzspannungsquelle

Die Leerlaufspannung Up, berechnet sich zu

Ry

U=Uir R, °

da der Widerstand R3 im Leerlauf stromlos ist.

b.) Durch Herausnehmen und Uberbrticken der Quellen-
spannung (Bild 1.9) entsteht ein passiver Zweipol, dessen
Innenwiderstand bestimmt werden kann.

— } o (1)

R

. O (0)

Bild 1.9: Ubergang zum passiven Zweipol

Der Innenwiderstand berechnet sich nun zu

RiR, Ry;R +R;R,+ R/ R,
R, +R, R, + R,

R,= Ry +

[

c.) Bei Kurzschluss der Klemmen (1) und (0) flief3t der Kurz-
schlussstrom I.
1

* I o (1)
R;
“ |
T
| - K
U,
¢ O (0)

Bild 1.10: Bestimmung des Kurzschlussstromes
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Der Kurzschlussstrom I berechnet sich aus dem Gesamtstrom

Uq
R2 RS
R, + R,

I =
ges
R 1

durch Anwendung der Stromteilerregel zu

R2 UC]RQ
I,=1 =
k=9 R + R, R R, +R R+ R,Ry

d.) Das ursprungliche Netzwerk wird nun durch eine dquivalente
Spannungsquelle ersetzt (Bild 1.11)

L T O (1)

R.

Aol

O (0)

Bild 1.11: Aquivalente Spannungsquelle

Die Ersatzspannungsquelle wird durch die i.A. messbaren Groéfsen
Leerlaufspannung U, Kurzschlussstrom J (Vorsicht bei Kurzschluss-
messung) und Innenwiderstand R; vollstdndig beschrieben. Ferner gilt
mit dem Ohmschen Gesetz fir den Innenwiderstand

R; = UqE/Ik s UqE =U, , I= UqE/Ri

Damit ist die Kenntnis zweier Grofien der Ersatzspannungsquelle be-
reits ausreichend, um die Quelle in ihrem elektrischen Verhalten ein-
deutig zu beschreiben. Die Aquivalenz der beiden Schaltungen beweist
man beispielsweise durch die Berechnung des Verbraucherstromes F;
bei Belastung mit dem Widerstand Ry.
PY 1

° (1)
R, I,

ool o Ux

2

)

O
L \ %

Bild 1.12: Ursprtingliches, belastetes Netzwerk

Der Verbraucherstrom 145t sich mit der Stromteilerregel aus dem Ge-
samtstrom Iges berechnen:

I, =1 R
Vo9 R,+ R;+ Ry
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Den Gesamtstrom es erhélt man, wenn man die Quellenspannung
durch den Ersatzwiderstand der Schaltung dividiert:

UC]
I =
ges R +R2(R3+RV) ’
1 R,+R;+ Ry

damit kann der Verbraucherstrom I; durch die Quellenspannung Uy
und die Widerstdnde Ry, Ry, R3 und Ry ausgedriickt werden:

_ Ug Ry
V" R{R,+ R{R;+ RyR; + Ry Ry+ R, Ry

I

Dasselbe Ergebnis erhélt man, wenn man die Ersatzspannungsquelle
mit dem Widerstand Ry belastet (Bild 1.13).

QO I

)

(e]

Bild 1.13: Belastete Ersatzspannungsquelle

Der Verbraucherstrom berechnet sich aus der Ersatzspannung Uje
und der Reihenschaltung der Widerstande R; und Ry

I, =
V" R+ Ry

Setzt man fir Uyg und R; die vorhin berechneten Gréfien der Ersatz-
spannungsquelle ein, ergibt sich der Strom K zu

_ Ug Ry
V" RIRy+ R Ry+ Ry,R; + RiRy+ R, Ry, ’

I

d.h. bezogen auf das Klemmenpaar (1)-(0) bewirkt die Belastung mit
dem Lastwiderstand Ry, wie erwartet, denselben Strom K.

2.) Schaltungen mit mehreren Quellen

Far Schaltungen mit mehreren Quellen 148t sich durch Anwendungdes
Uberlagerungssatzes ebenfalls eine Ersatzspannungsquelle mit nur ei-
ner Quelle und einem Innenwiderstand bestimmen. Ganz allgemein
gilt:

1.) Die Quellenspannung der Ersatzspannungsquelle entspricht
der Leerlaufspannung des tatsachlichen aktiven Zweipols:

U = UL
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2.) Der Innenwiderstand R; der Ersatzspannungsquelle ent-
spricht dem Widerstand zwischen den betrachteten
Klemmen des passiven Zweipols:

R; = Ugp/I)

Die beiden Gréfen Ugg und Ik sind messtechnisch leicht zu erfassen.

Die Messung eines Kurzschlussstromes darf allerdings nur dann erfol-

gen, wenn sicher ist, dass der Innenwiderstand des Netzwerks den

Strom I, begrenzt. Desweiteren mussen die Forderungen nach Lineari-

tat und Unabhéangigkeit der Quellen fir die Gultigkeit des Uberlage-

rungssatzes erfillt sein.

Beispiel: Bei der in (Bild 1.14) dargestellten Wheatstoneschen Messbriicke
soll der Briickenstrom Iy in Abhéngigkeit aller Widerstdnde und der
Quellenspannung U, berechnet werden.

(1)

UqlC> ¢ :_’ .

©)

Bild 1.14: Wheatstonesche Messbriicke

Im ersten Schritt wird die Briickenschaltung nach (Bild 1.15) aufge-
trennt. Die elektrischen Verhéltnisse &ndern sich nicht, wenn zur
Spannungsquelle U, eine gleich grofse Spannungsquelle parallel ge-
schaltet wird. Dann kann am Knoten (1) aufgetrennt werden.

)

Bild 1.15: Auftrennen der Briickenschaltung
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Die Brickenwiderstdnde werden nun den jeweiligen Quellen zuge-
ordnet und die jeweilige Ersatzspannungsquelle bestimmt.

Py O O Py

Ry
R,
R, R,

Fa Fal
\% \%

Bild 1.16: Zur Berechnung der Innenwiderstdnde

Die Innenwiderstande der beiden Ersatzspannungsquellen berech-
nen sich zu

R = R, R, _ RsRy
i R +R, " R;+R,

und die jeweiligen Kurzschlussstréome sind sofort aus dem Bild er-
sichtlich:

Uy Uq
=R » k=%,

(Bild 1.17) zeigt die Ersatzschaltung der Briicke mit den beiden Er-
satzspannungsquellen. Diese Schaltung wird nun mit dem Uberla-
gerungssatz berechnet.

O
2\ %

Bild 1.17: Ersatzschaltung mit Ersatzspannungsquellen

Nur die Quelle Uy; ist wirksam:

I [— Uql
M R, +Ry+ R

Nur die Quelle Uy, ist wirksam:

I no—_ Uq2
M R, + Ry+ R,




42

Teil (I): Elektrotechnik

Setzt man die Werte fur Uy, U2, R;; und R;2 ein erhdlt man nach eini-
ger Rechnung:

L =U RiRy — Ry Ry
M7 TIRYR; + R))(Ry + Ry) + Ry Ry(Ry + Ry) + Ry Ry(R; + Ry)

Bei Abgleich der Bruicke ist ;=0 und R; Rs=R» R3.

Dem Betrachter stellt sich an dieser Stelle zwangsweise die Frage: Wo
ist denn nun eigentlich die Vereinfachung durch die Ersatzspannungs-
quelle?

Diese kommt erst dann zur Geltung, wenn anstelle der doch umfangrei-
chen Ausdruicke fur Uyi, Uy, Ri1 und R;jp bei einer realen Schaltung nur
noch die Zahlenwerte verwendet werden.

1.3.2. Modellierung mit der Ersatzstromquelle

Das wesentliche Merkmal einer Ersatzstromquelle ist, dass der Ver-
braucherstrom K Uiber weite Bereiche ndherungsweise unabhéingig
vom Lastwiderstand Ry ist. Das bedeutet, dass die Klemmenspannung
nicht konstant bleibt.

SR

v

(o]

Bild 1.18: Ersatzspannungsquelle mit Ry belastet

Die Ersatzspannungsquelle kann mit geringem Aufwand in ihre dquiva-
lente Ersatzstromquelle umgerechnet werden. Die Klemmenspannung
U 1af5t sich folgendermafien angeben:

Ry Ri_ Use Ry R,
R, Ry+ R;

i i

U=Up—5—/—
%E R T Ry R

Der Quotient Uyg/R; entspricht dem Kurzschlussstrom I der Ersatz-
spannungsquelle und das Produkt RyR;/(Ry+R;) der Parallelschaltung
der beiden Widerstande:

Ry R, R R
_— = .
RV + Ri { H \%4
Dieses Ergebnis kann nun so interpretiert werden, dass der konstante
Kurzschlussstrom I, die Parallelschaltung von R; und Ry speist (Bild
1.19).
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i v

16 | i

Bild 1.19: Ersatzstromquelle mit Ry belastet

Die Ersatzstromquelle muss der Forderung nach konstanter Einstro-
mung mit dem Quellenstrom I, gentigen. Die ideale Stromquelle (Bild
1.19) muss den Innenwiderstand co haben, wéhrend R; endlich bleiben
kann.

Die Grofden der Ersatzstromquelle kénnen ebenfalls messtechnisch be-
stimmt werden, wobei der Kurzschlussstrom normalerweise nicht ge-
messen wird. Ersatzstrom- und Ersatzspannungsquelle lassen sich in-
einander umrechnen und sind somit gleichwertig. Vorzugsweise kann
mit der Ersatzstromquelle gerechnet werden, wenn der Innenwider-
stand einer betrachteten Spannungsquelle sehr viel grofder als der Ver-
braucherwiderstand ist. Dies ist haufig bei Verstarkerschaltungen mit
Transistoren oder in der Réhrentechnik der Fall.

1.4. Aufgabe

Gegeben ist nachfolgendes Ersatzschaltbild eines linearen Digital-
Analog-Umsetzers (DAU) fur drei Digitalstellen. Die Spannungsquellen
in den Zweigen (1)-(0), (2)-(0) und (3)-(0) werden durch die boolschen
Parameter xp , x; und xp ein- bzw. ausgeschaltet (Ein:="1", Aus:="0),
d.h. es kann die Dualzahl

- 2 1 0
Zgey = X927+ X127 + x5 2

in eine analoge Spannung umgesetzt werden.

(1) R 2) R 2) 3)

L T R I

1.1. Berechnen Sie allgemein die Ersatzspannungsquelle (Ugg, Rj) des
DAU bezgl. der Knoten (3)-(0)!

1.2. Berechnen Sie allgemein das Verhéltnis Uzo/Ug=f(x2, X1, X0)!

1.3. Geben Sie fur Uzo/ Ug=flx2, X1, X0) €eine Funktionstabelle (Werte-
tabelle) an!
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2. Mittelwerte von Wechselgrofien

Zeitlich veranderliche Stréme i(tf) und Spannungen u(t), aber auch Lei-
stungen p(t) kénnen mithilfe ihrer Mittelwerte charakterisiert werden.

2.1. Der Gleichanteil

Fur den Transport der Ladungsmenge Q(t) eines Wechselstromes erhalt
man aus i(t)=dQ(t)/ dt durch Integration die Beziehung
t

QY = ji(t) dat . (Glg. 2.1)

0

Vergleicht man die wahrend einer Periode T durch den Wechselstrom
i(t) transportierte Ladungsmenge Q(f) nach (Glg.2.1) mit der
Ladungsmenge die ein Gleichstrom I bewegen wirde, so kann der
arithmetische Mittelwert

i= %r j i(t) dt (Glg. 2.2)
0

angegeben werden. Der Mittelwert 7 ist der Gleichanteil eines Signales

und far i(t) =i sin(wt) gilt beispielsweise i = 0. Physikalisch interpretiert
heifdit das, dass die Ladungsmenge Q wird wahrend der positiven Halb-
welle in die eine und wahrend der negativen Halbwelle in die andere
Richtung zurticktransportiert wird: Es findet kein resultierender La-
dungstransport statt. Der Begriff des Gleichanteils wird analog zu
(Glg.2.2) auch fur Spannungs- oder Leistungsverlaufe verwendet. Fur
den Gleichanteil einer beliebigen zeitabhangigen Grofde x(t) gilt die Be-
ziehung

o l[x(t)dt (Glg. 2.3)
T
0

Haufig kann der Gleichanteil eines Signals grafisch aus dem Signalver-
lauf bestimmt, oder zumindest abgeschéatzt werden. Hierzu ist die Fla-
che zu bestimmen, die das Signal x(t) mit der Zeitachse bildet und dieser
Wert auf die Periodendauer T zu beziehen. Bei rein sinusférmiger Ab-
hangigkeit ist der Gleichanteil X = 0, da pro Periode gleiche Flachen
oberhalb und unterhalb der t-Achse liegen.

Resultierenden Ladungsfluss in eine Richtung erhélt man durch die
Gleichrichtung eines Wechselstromes. Dabei kann der Momentanwert
des Stromes sich durchaus mit der Zeit &ndern, nur eben die Richtung
nicht. Zur Gleichrichtung benétigt man ein Bauelement oder eine
Schaltung mit Richtungswirkung, bzw. Ventilwirkung. Diese
Eigenschaft wird durch die Halbleiterdiode in
Gleichrichterschaltungen wie der Einpuls- bzw.
Zweipulsgleichrichtung (Bild 2.1-2.2) erfullt.
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2.1.1. Einpuls-Gleichrichtung

Bedingt durch die Richtwirkung der Diode findet der Stromfluss nur
wahrend der positiven Halbwelle der Netzspannung statt. Wahrend der
negativen Halbwelle sperrt die Diode und wirkt - ideal - wie ein offener
Schalter. Dabei nimmt die Diode die gesamte Netzspannung als
Sperrspannung auf.

i(t) it 4

u(t)

Ot—
~
V\

Nl
~
-

Bild 2. 1: Einweg-Gleichrichtung und Stromverlauf

Wéhrend t€[0, T/2] flief5t der Strom

_ul) _au

Ut = 2 - R sin(w?)

und far t€[T/2, T] ist der Strom Null. Damit kann der Gleichanteil
(Gleichrichtwert) berechnet werden; man erhélt

T
2

1| = lT[ i(t) dt (Glg. 2.4)
0

mit dem ,Gleichrichtwert” |i|, wobei die Namensgebung und die
Betragsstriche die Gleichrichtung verdeutlichen sollen. Fiur den
Gleichanteil der Einweggleichrichtung gilt somit

=1

T
g :  — cos(ws _
isin(wt) dt = ( 2) _ cos(wO0)

tl— 1= [1 - coswd)]

O

und wenn man noch den Zusammenhang wT = 2z berticksichtigt folgt
schliefdlich

7| = ﬁ 1+1]=4 (Glg. 2.5)

Der Wechselanteil - Brummanteil - kann mit

. . = N 1
Lyechselt) = i) — || = i(sin(wt) — =
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angegeben werden und ein typischer, mit Mathematica gerechneter
normierter Verlauf (2 = 1 (4)) ist in (Bild 2.2) dargestellt.

0.6}

0.4}

0.2}

0 0.005 0.01 0.015 0.02

Bild 2.2: Verlauf des Wechselanteils bei Einpulsgleichrichtung

2.1.2. Zweipuls-Gleichrichtung

Bei der Einpuls-Gleichrichtung wird durch die Diode die negative Halb-
welle weggekappt und ist fir den Verbraucher verloren. Im Gegensatz
hierzu wird die Energie des Wechselstroms am Eingang der Schaltung
beim Zweipuls- oder Doppelweggleichrichter genutzt, indem sie Uber
ein leitendes Diodenpaar sozusagen nach oben geklappt wird (Bild 2.3).

{t) i(t)

—>
OoO—e V\
t) | |
u R r/‘\/;t

o

Bild 2.3: Briickengleichrichter und Stromverlauf

Der in (Bild 2.3) dargestellte Stromverlauf hat den Gleichanteil
(Gleichrichtwert)

T
Z=l[|i| dt (Glg. 2.6)
T )

0

bzw. fir u(t) = 4 sinfwt) und i(t) =i sinwt) erhalt man mit T=2m/w:
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27
13l = | a|/a=%[ |sind)| diwt = 2 = 0,637
0

Wie nicht anders zu erwarten ist der Wert doppelt so grof3, wie bei der
Einpulsgleichrichtung und der Wechselanteil wird mit

2

fypechsel = i) — | il = i(sin(t) — 2

angegeben; einen typischen Verlauf zeigt (Bild 2.4).

0 0.605 0.01 0.015 0.02
Bild 2.4: Verlauf des Wechselanteils bei Zweipulsgleichrichtung

2.1.3. Beispiele

Beispiel 1: Es soll der Gleichanteil der im Bild dargestellten periodischen
Sagezahnspannung u(t) berechnet werden.

8
x(t) A

x /

/
/
/
/
/
t
— %2

Aufgrund der Einfachheit des Signales kann man die Flache direkt an-
geben:

A=T X = &Tx—g(T— T = X (Tx — T/2)

N =

und die Division durch T ergibt den gesuchten Gleichanteil.
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Beispiel 2: Man berechne den Gleichanteil des analytisch gegebenen Misch-
stromes

i) = I, +isinwt) ; I, i o €R

Ohne Rechnung kann sofort Iy abgelesen werden, da der Wechselanteil
gleichanteilsfrei ist.

2.2. Der Effektivwert

2.2.1. Definition

Die Warmewirkung eines zeitlich abhéngigen Stromes i(f) in einem
Intervall t; < t < tp erhalt man durch Integration der Leistung

t, ty
W= [p(t) dt = R[ (92 dt
t t
wobei insbesondere flir T-periodische Wechselgrofien

T
W= R[ i(H)2 dt
0

gilt. Vergleicht man die Warmewirkung von i(¢) mit der eines Uber die
gleiche Zeitdauer T flieflenden Gleichstromes I, so gilt

T T
W=RIQ[ dt=R[i(t)2dt ,
0 0

bzw.
T
RET= R[ i(H)2 dt
0

und schliefdlich

Der in der Warmewirkung gleiche Gleichstrom I'nach (Glg.2.7) wird als
Effektivwert des Wechselstromes i(f) bezeichnet. Fir sinusférmigen
Wechselstrom

(Glg. 2.7)
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i(92 = i %sin2(w
gilt beispielsweise

T

T
A2 A2 1 A2
W= Ri [sinz(a)t) dt = Ri [ - Sm(‘“gcos(‘“t) +§f] =Ri T
@ 0
0
und die Anwendung von (Glg.2.7) ergibt
7= 2/\/5 ' (Glg. 2.8)

Die Definition des Effektivwertes nach (Glg.2.8) kann entsprechend flr
die Spannung u(f) an einem Widerstand aufgestellt werden, so dass
man mit

(Glg. 2.9)

far sinusférmige Spannungen schliefflich den Effektivwert

U= 10//2 (Glg. 2.10)
erhalt. (Bild 2.5) zeigt den qualitativen, normierten Verlauf des Wech-
selstromes i(t)und der Leistung p(t) an einen normierten Widerstand der

Grofle 1 und man erkennt, dass die Leistung mit der doppelten
Frequenz schwingt.

7\ /N -

VAV

0 0.005 0.01 0.015 0.02

i)

Bild 2.5: Verlauf der WechselgréfSe i(t) und ihres Quadrates
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2.2.2. Effektivwert einer Mischgrofie

Gegeben sei die Mischgrofde

ut) = w+ i)

’

mit dem Gleichanteil # und dem reinen Wechselanteil #(¢). Fur das
Quadrat des Effektivwertes gilt

T

T
U2=lT[[a+ a(t)]th=%[(32+2ﬁa(t)+a2(t))dt =
0 0
T T T T
=lTa2[dt+2ﬁ[a(t)dt+[ag(t)dt =ﬁ2+lT[it2(t)df ,
0 0 0 0

da das mittlere Integral bei der Integration tiber eine Periode Null ergibt.
Mit der Abklirzung

fur den Effektivwert des Wechselanteils folgt schliefSlich fir den
Effektivwert des vollstdndigen Mischsignals

(Glg. 2.11)

Beispiel: Man berechne den Effektivwert des analytisch gegebenen Misch-
signals

x(t) = 2.3V + ngin(wt)

’

es ergibt sich
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2.3. Form- und Scheitelfaktor

1.) Formfaktor

Zur Beurteilung der Kurvenform dient der Formfaktor F. Er ist definiert
als Quotient von Effektivwert und Gleichrichtwert (Gleichanteil)

F = I/| i (Glg. 2.12)
und bei sinusférmigem Verlauf erhalt man

ACEN S ~ 1.11

F_/\
2/m 2,2

Mit dem Formfaktor kann, sofern kein Oszilloskop vorhanden ist, eine
grobe Abschatzung Uiber die Kurvenform einer Wechselgrofse erfolgen.
Es mussen hierzu lediglich deren Effektivwert und Gleichanteil
gemessen werden.

2.) Scheitelfaktor

Der Scheitelfaktor (Crest-Faktor) gibt an, wie weit der Maximalwert i
und der Effektivwert auseinanderliegen. Er berechnet sich aus dem
Quotienten

£ =1/l (Glg. 2.13)
und far sinusféormigen Verlauf gilt § = J2.

2.4. Aufgabe

Gegeben sind die im Bild dargestellten Signale u;(f) und ux(¢)!
(8
A 2) "l
10V 10V -

| /> —>
t

T t T. T 2T

1.)

Wie grofds muss die Einschaltdauer Tx gewéhlt werden, damit beide Sig-
nale an einem ohmschen Widerstand R die gleiche Warmewirkung er-
zielen (7=20ms)?



3. Komplexe Wechselstromrechnung

3.1. Komplexe Darstellung sinusformiger Grofien

3.1.1. Uberblick

Durch die Einfihrung der komplexen Rechnung wechselt die Betrach-
tungsweise von der reellen Zeitbereichsdarstellung zur komplexen Zei-
gerdarstellung. Hierbei wird die vollstdndige Charakterisierung sinus-
féormiger GrofSen in linearen Netzen durch deren Frequenz und
Amplitude, oder Effektivwert, ausgenutzt. In der Elektrotechnik ver-

wendet man fir den mathematischen Operator i = /— 1 den Buchsta-
ben j, um die Verwechselung mit einem zeitabhéngigen Strom zu ver-
meiden.

Die Spitze des Drehfaktors e®! = cos(wt) + jsin(wt) beschreibt in der
komplexen Ebene den Einheitskreis, der mit der Winkelgeschwindig-
keit w durchlaufen wird. Damit kann der Zeiger u wie folgt geschrieben
werden:

u=ue"t . (Glg. 3.1)

Den zugehorigen Zeitbereichsverlauf erhalt man entweder durch die
Projektion des Zeigers auf die imagindre Achse

w®) = Im[u] = isinwd , (Glg. 3.2)
oder auf die reelle Achse mit
u(t) = Re[u] = ucos(wt) . (Glg. 3.3)

Die beiden Projektionen (Glg.3.2) und (Glg.3.3) unterscheiden sich nur
durch die Phasenverschiebung p/2 und sind gleichwertig. Nachfolgend
wird, wenn nicht ausdruicklich anders erwdhnt, der Projektion auf die
imagindre Achse nach (Glg.3.2) der Vorzug gegeben. In (Bild 3.1) ist ein
komplexes Zeigerpaar und dessen durch Projektion entstandener
Zeitverlauf als Beispiel dargestellt.

'y
Im & . Zeigerdiagramm Zeitdiagramm
i / i
4’
¢ i t
> u(y)
Re @

Bild 3.1: Zeigerdarstellung und Zeitdiagramm

Fur den komplexen Stromzeiger gilt
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i=iel et = |alwt+e) (Glg. 3.4)

und mit(Glg. 3.2) fir dessen korrespondierenden Zeitverlauf

i(t) = Im[i] = isin(wt + ¢) . (Glg. 3.5)

Der komplexe Stromzeiger setzt sich also aus seinem Betrag i , dem
Winkelfaktor ¢/ und dem Drehfaktor e/t zusammen.

3.1.2. Darstellung harmonischer Schwingungen durch konjugiert
komplexe Zeiger

Aus der Eulerschen Gleichung fiir den Zeiger

u = ue® = i (cos(wt) + jsin(wi)

und der seines konjugiert komplexen Zeigers

o>

u*=

et = {i (cos(wt) — jsin(wi))

erhalt man durch elementare Umformungen die reellen Zeitverlaufe

*
ut) = Re[u] =& +2L‘ — 4 cos(wf) (Glg. 3.6)
und den um n/2 phasenverschobenen Verlauf
— *
wt) =Im[u] = u 2J_LL = & sin(w?) (Glg. 3.7)

Die (Glg.3.6) verdeutlicht man sich am besten anhand (Bild 3.2).

N [—=
I
+
I
*

.

Bild 3.2: Rotierendes Paar konjugiert komplexer Zeiger
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Der konjugiert komplexe Zeiger u* ist ein zu u gegenlaufiger Zeiger, der
in negativer mathematischer Orientierung (Uhrzeigersinn) mit der
gleichen konstanten Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz) o rotiert,
wie der Zeiger u. Die Uberlagerung

2Re[u] = u+ u*

ergibt zu jedem Zeitpunkt den doppelten Realteil von u ( oder u*). Mit
(Bild 3.2) erh&lt man auch eine - zwar modellhafte jedoch recht
anschauliche - physikalische Interpretation einer negativen
Kreisfrequenz.

Die Projektionen auf die reelle oder die imaginare Achse sind dquivalent
und zeichnen sich nur durch die Phasenverschiebung n/2 aus. Daher
kann man sich wahlweise fiir (Glg. 3. 6) oder (Glg.3.7) zur Gewinnung des
gewlnschten Zeitverlaufes entscheiden, nur miussen alle
Netzwerkgrofsen auf dem gleichen Weg zurticktransformiert werden, da
sonst nicht vorhandene Phasenverschiebungen auftreten.

3.1.3. Komplexe Amplitude und Effektivwert

Allgemein kann die Wechselgrofse
x() = xsin(wt + @) = Im[ x &@19)]
in komplexer Schreibweise durch
x = x & et
geschrieben werden. Fiihrt man die komplexe Amplitude

x e’ (Glg. 3.8)

[ >
I

ein, so gilt

ejwt

I
[ >

X
Nach der Division durch /2 erhilt man den komplexen Effektivwert

X _ X o — xel (Glg. 3.9)

22

der Wechselgréfie. Zur besonderen Kennzeichnung komplexer Gréfsen
wird der Formelbuchstabe unterstrichen.

)_{:

Zeiger mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w werden auch als
Phasoren bezeichnet und in Darstellungen der komplexen
Wechselstromrechnung wird der Drehfaktor ¢ oft einfach weggelassen,
da in linearen Netzwerken alle Stréme und Spannungen mit derselben
Kreisfrequenz schwingen; man betrachtet sie sozusagen als
stillstehend wund rechnet mit komplexen Amplituden oder
Effektivwerten. Erst zur Angabe zeitlicher Verlaufe wird der komplexe
Drehfaktor in der komplexen Ebene wieder hinzugefligt.
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3.2. Passive Wechselstromzweipole

Passive = Zweipole sind entweder Energieverbraucher oder
Energiespeicher, d.h. sie erzeugen keine Energie. Ein passiver Zweipol
kann aus den Elementen Widerstand R, Induktivitdt L und Kapazitat
C bestehen. Fur Gleichstrom stellen Induktivitdten einen Kurzschluss
und Kapazitaten eine Unterbrechung dar. Bei Wechselstrom, sind die
Zusammenhange

u(t) = Ldléit)
und
i) = ch;Ct(t)

zwischen Strom und Spannung an Induktivitdt, bzw. Kapazitit zu
berticksichtigen. Nachfolgend wird fir die passiven Zweipole eine
Einzelbetrachtung ihres Wechselstromverhaltens durchgeftihrt.

3.2.1. Ohmscher Widerstand R

In Wirkwiderstdnden wird elektrische Energie irreversibel in Warme
umgewandelt und magnetische, sowie elektrische Felder kénnen
nadherungsweise vernachlassigt werden. In Wechselstromkreisen ver-
wendet man hdufig die Begriffe Resistenz und Konduktanz anstelle
von Widerstand und Leitwert, um vom Gleichstrombetrieb zu unters-
cheiden.

1.) Spannung, Strom und Phasenwinkel

In (Bild 3.3) ist ein rein ohmscher Verbraucherwiderstand R an eine
sinusférmige Wechselspannung angeschlossen und die Gréfien
Spannung und Strom sind als komplexe Effektivwerte geschrieben.

—>
]R

Bild 3.3: Wechselspannungsquelle und Wirkwiderstand

D

Is
O ¢—O
—

Fur den Zeitwert des Stromes gilt bei sinusférmiger Wechselspannung

i) = Gult) = £ sin(wq = isin(y (Glg. 3.10)

d.h. Strom und Spannung sind in jedem Zeitpunkt zueinander direkt
proportional und es tritt keine Phasenverschiebung auf. In komplexer
Schreibweise gilt fiir die Spannung

u() = usin(wt + ¢) = Im[ u e@t+9) ]
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und fiir den Strom

i(t) = isin(t + ¢) = Im[ i el@t+9)]

so dass man (Glg.3.10) wie folgt schreiben kann:

. ut) Im| teit] 84 e .
= = = = == lg. 3.11
i(t) i i Im[ 5 e”t] % Sin(e?) (Glg. 3.11)
bzw. mit komplexen Effektivwerten:
ut) Im[ /2 Ueit] _ (Glg. 3.12)

i(f) =

- - Im[ /2 % et] = 2 % sin(w?)

Damit kann das ohmsche Gesetz in komplexer Schreibweise angegeben
werden und man erhélt fir den Effektivwert des Stromes

I=U/R . (Glg. 3.13)

Der zeitliche Verlauf von Strom und Spannung, sowie das entspre-
chende Zeigerdiagramm (reelle und imagindre Achse sind in der
Darstellung weggelassen) sind in (Bild 3.4) dargestellt.

Zeigerdiagramm A Zeitdiagramm
a-|----, u(t)
U i Lo A
—> >
I i —>
- > 2\l oy Ot

Bild 3.4: Spannungs- und Stromverlauf am ohmschen Widerstand

Der Wechselstromwiderstand ist eine rein reelle Grofie und weicht erst
bei sehr hohen Frequenzen (bei Stromverdrangung) vom Gleichstrom-
wirkwiderstand ab.

2.) Wirkleistung

Far den Zeitwert der Momentanleistung s(f) gilt

u(t)? (Glg. 3.14)

s(t) = u() i() = i(H)°R = P

und mit u(t) = v sin(wt)folgt unter Anwendung eines Additionstheorems

A2
in2(wf) = % 1 (1 -
sin“(wt) = i) (1 — cos(2wi))
Die Momentanleistung s(f) schwingt also mit der doppelten Frequenz
von Spannung und Strom (Bild 3.5) und man erkennt, dass sie nur
positive Werte annimmt, d.h. der Wirkwiderstand nimmt stets
elektrische Leistung auf.

2

s(f) = §it
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‘ N N
/ 0\ / N\
\ A W
/ \ /l \
\ / \
T/ \\
4 ] N 42/ | \\I
1 1 —>
/4 37/4 T t
dw it
u(t)

Bild 3.5: Leistung, Strom und Spannung am ohmschen Widerstand

Die in einer Periode Tumgesetzte elektrische Energie Wist die Flache,
die der Verlauf von s(f) mit der Zeitachse einschliefst (Bild 3.5) und
berechnet sich durch Integration mit

T T 27
W = [dW= [u(t) i(t) dt = a%[ sin2(w?) dw?) = a?%
0 0 0

Damit kann die mittlere Leistung P Uber eine Periode T der
Wechselspannung angegeben werden; die Division durch T ergibt die
Wirkleistung

T
P—T[dW T

~.>

SIES

2

ik

0

D.h. die Wirkleistung Perrechnet sich einfach aus dem Produkt der Ef-
fektivwerte von Strom und Spannung

P=UI=RPE = U?/R . (Glg. 3.15)

Damit ist (Glg.3.15) die gleiche Beziehung wie bei der Gleichstromleis-
tung, wenn anstelle der Gleichstromgréfden nun die Effektivwerte der
Wechselgréfsen verwendet werden.
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3.2.2. Die Induktivitat L

In diesem Abschnitt wird die ideale Induktivitat betrachtet, d.h. Lei-
tungswiderstdnde und elektrische Felder werden vernachléssigt.
Durch konstruktive Mafinahmen gelingt es, dass der ohmsche Widers-
tand sehr viel kleiner als der noch zu definiernde induktive Widerstand
wird.

1.) Spannung, Strom und Phasenwinkel

Fir den Zusammenhang zwischen Spannung und Strom an der
Induktivitat (Bild 3.6)

O | e

Bild 3.6: Induktivitéit an Wechselspannung

gilt im Zeitbereich

_ ; di(Y
u’L(t) =1L dt ’
bzw.
i) =1 [u(t) dt
L
Mit der Spannung u(t) = i sin(wt?) erhalt man den Strom
i) = L | & sin(d dt = — % cos(wy
L wL

durch unbestimmte Integration und mit — cos(wt) = sin(wt — %) folgt
schliefdlich

A

u
wL

i() = 2 sin(wt — %)

Der Strom und die Spannung an der Induktivitdt sind also um den
Winkel t/2=90° phasenverschoben. Man sagt, der Strom eilt der Span-
nung nach, da dessen Maximum um wt =r/2 spater kommt. (Bild 3.7)
zeigt den zeitlichen Verlauf von Strom und Spannung an einer idealen
Induktivitét, sowie das zugehorige Zeigerdiagramm:
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Zeigerdiagramm A u(t) Zeitdiagramm
U

— )

T —>
= wt
I 2 / T 27

Bild 3.7: Strom und Spannung an der Induktivitcit

NI

In komplexer Schreibweise gilt flir die Spannung
u(®) = u sin(wt) = Im[ u e”?]

und fiir den Strom

. u T U (wt—3)
(Y = oL sin(wt — —2) = Im]| oL e/vtTal ]
bzw.
i) = u —Jj5 a®t] = i't lo. 3.1
(t) = Im| oL © 2 et Im[ij e”t] (Glg. 3.16)

wenn man den Zusammenhang

1

[SIE

e /2 = cos(—%) +jsin(—%) =—-Jj=

beachtet.

2.) Induktiver Blindwiderstand

Aus (Glg.3.16) erhalt man fir die komplexe Amplitude des induktiven
Stromes
U

wL

lee>

w

und nach Division durch den Scheitelfaktor E = J2

U
I=—=
- JoL
fur die komplexen Effektivwerte. Bildet man nach dem ohmschen Ge-
setz den Quotienten von Strom und Spannung an der Induktivitat, so
ist das Ergebnis von der Dimension her ein Widerstand

_ joL = X, (Glg. 3.17)

I~

und man bezeichnet Xj, als induktiven Blindwiderstand und den
negativen Kehrwert
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1 1

A o1 a1, (Glg. 3.18)
x, "L N wr) =B

als induktiven Blindleitwert B;..

Die Abhéangigkeit des induktiven Blindwiderstandes, bzw.
Blindleitwertes, von w = 2nfwird allgemein als Frequenzgang, der sich
aus dem “Amplitudengang” Xj(w) und dem Phasengang ¢(v)
zusammensetzt, bezeichnet. In der Wechselstromtechnik verwendet
man far Blindwiderstand und -leitwert die Begriffe Reaktanz und
Suszeptanz.

A X, = oL

o), B,o), () //
90° PL

-90° / @5

Bild 3.8: Frequenzgang des induktiven Blindwiderstandes und - leitwertes

3.) Induktive Blindleistung
Fur die Momentanleistung s(f) an einer Induktivitdt L gilt unter
Verwendung der Klemmengréfsen u(t) und ift)

s() = u(® i(t) = — L1 sin(wt) cos(wt) ,

bzw. nach Anwendung eines Additionstheorems

A

s() = — %‘ sinot) = — Ul sin(20f) . (Glg. 3.19)

Den allgemeinen Verlaufvon Strom, Spannung und Leistung zeigt (Bild
3.9).

s(8), (), i(t)

Bild 3.9: Verlauf der induktiven Blindleistung

61
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Die Momentanleistung s(t) schwingt mit der doppelten Netzfrequenz,
d.h. die wadhrend einer Achtelperiode gespeicherte magnetische Energie
wird in der nadchsten wieder an das Netz abgegeben. Die mittlere Lei-
stung Pist gleich Null, d.h. es wird keine Wirkleistung umgesetzt. Die
Flachen unter dem Graphen von s(t) heben sich wéhrend einer Periode
vollstandig auf und das Produkt

Q =UlI=PX, =-U?B, (Glg. 3.20)

aus (Glg.3.20) wird als induktive Blindleistung Qp, bezeichnet. Die Ein-

heit von Q, ware eigentlich das Watt, aber um eine Unterscheidung zur
Wirkleistung zu treffen schreibt man

(O] =1VA

und manchmal auch noch [Qr]=1VAr, worin das r fir reaktive Leistung
steht. Die Wahl des Vorzeichens in (Glg.3.20) wird in Ubereinstimmung
mit der Einfithrung der komplexen Scheinleistung getroffen.

Der Aufbau und die Ubertragung von Blindleistung z.B. zum Antrieb
eines Elektromotors verursachen Kosten, d.h. man strebt bei der Ener-
gietibertragung eine Kompensation von Blindleistung an.

3.2.3. Die Kapazitidt C

In diesem Abschnitt wird nur die reine, ideale Kapazitdt C betrachtet,
d.h. Zuleitungswiderstdnde und -induktivitdten bleiben dabei un-
berticksichtigt.

1.) Spannung, Strom und Phasenwinkel

Fir den Zusammenhang zwischen Spannung und Strom an der
Kapazitat (Bild 3.10)

C) UJ ::C

Bild 3.10: Kapazitiit an Wechselspannung

gilt im Zeitbereich

du ()
dt ’

i) = C

bzw. nach der Spannung aufgelost

udt) = & [ ic(f)dt
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Mitu(t) = @ sin(w?) folgt fiir den Strom

if) = Co ticos(wt) = w C U sin(wt + %)

und man erkennt, dass der Ladestrom ic(t) der Kondensatorspannung
uc(t) um den Winkel wt = z/2 vorauseilt (Bild 3.11).

_ _ Zeitdiagramm i
2 Zeigerdia- c

ucl(t) /
gramim
>

% A wt
u 5 T 2m
-u
Bild 3.11: Spannung und Strom am Kondensator
In komplexer Schreibweise gilt flir die Spannung
u() = u sin(wt) = Im[ u e®t]
und fir den Strom
i(t) = wC usin(wt + %) = Im[wC & 173 |
bzw.
i(t) = InfwC &3 e] = Im{ jwChewt]  (Cl& 32D

wenn man
.7{/2 = E Q1 l =71
e cos(2) +JSII’1(2) Jj
beachtet.

2.) Kapazitiver Blindwiderstand

Aus (Glg.3.21) erhalt man fir die komplexe Amplitude des kapazitiven
Stromes

le~>
>

= joC
und nach Division durch den Scheitelfaktor &= J2

I=jwCU
fur die komplexen Effektivwerte. Bildet man nach dem ohmschen Ge-

setz den Quotienten von Strom und Spannung an der Kapazitat, so ist
das Ergebnis von der Dimension her wiederum ein Widerstand
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=1 = — jX,.

U 1 _ (Glg. 3.22)
I  joC

und man bezeichnet Xc als kapazitiven Blindwiderstand und den
negativen Kehrwert

(Glg. 3.23)

als kapazitiven Blindleitwert Bc. Das (Bild 3.12) zeigt den zugehorigen
Verlauf des Frequenzgangs.

Xdo), Bdo), po) 4 /
909 ~ @5

-90° / Px

Bild 3.12: Verlauf von Xc und B¢

Im Vergleich zur Induktivitat (Bild 3.8) haben Blindwiderstand und -
leitwert ihre Verldufe sozusagen vertauscht, sie verhalten sich
zueinander dual.

3.) Kapazitive Blindleistung
Fur die kapazitive Blindleistung gilt

st = u(®) i(t) = &1 sin(w?) cos(w?) ,

bzw. unter Anwendung eines Additionstheorems

sit) = %! sin(209 = UT sin(201) (Glg. 3.24)
Der Verlauf von Strom, Spannung und Leistung ist in (Bild 3.13)
dargestellt. Die Momentanleistung schwingt ebenfalls mit der
doppelten Netzfrequenz, d.h. die wahrend einer Achtelperiode
gespeicherte elektrische Energie wird in der nachsten wieder an das
Netz abgegeben und die mittlere Leistung P ist Null. Die kapazitive
Blindleistung Q¢ erhalt man aus (Glg.3.60) mit den Effektivwerten

Qc= —-Ul= - U?B.= P X, (Glg. 3.25)

Im Gegensatz zur induktiven Blindleistung &ndert sich hier das Vorzei-
chen. Das entgegengesetzte Verhalten der Blindleistungen bei Indukti-
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vitdt und Kapazitat wird technisch in Schwingkreisen und zur Blinds-
tromkompensation genutzt.

s(Y), u(y), i(t) a

S

i(f)

Bild 3.13: Verlauf der kapazitiven Blindleistung

3.2.4.Allgemeiner passiver Wechselstromzweipol

In beliebigen, aus den passiven Grundelementen R, L und C
aufgebauten Schaltungen wird der Phasenwinkel ¢ zwischen Strom
und Spannung an den Anschlussklemmen im Intervall -90° < ¢ <90°
liegen (Bild 3.14).

Bild 3.14: Zum Scheinwiderstand Z

Das (Bild 3.15) zeigt das Klemmenverhalten, wie es bei einer
Kombination von ohmschen Widerstand R und - resultierendem -
induktiven Blindwiderstand L auftritt. Da das Maximum des Stromes
zeitlich nach dem der Spannung liegt, spricht man von induktivem

Verhalten.
. . A
Zeigerdiagramm w(®), i1 Zeitdiagramm w®

i
> /i(t)
\Q‘
% e

A

A

N

Bild 3.15: Zeiger- und Zeitdiagramm eines allgemeinen WS-Zweipols

Um auch hier mit dem verallgemeinerten ohmschen Gesetz in
komplexer Schreibweise arbeiten zu kénnen, fasst man den scheinbar
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wirkenden Wechselstromwiderstand Z als Quotient der komplexen
Klemmengrofdien U und [ auf; es gilt

L, U_1 (Glg. 3.26)
= I A
= 1
und fir dessen Kehrwert
y=i=i=l . (Glg. 3.27)
- U 4 Z

Der Scheinwiderstand Z wird als Impedanz, der Scheinleitwert Y als
Admittanz bezeichnet. Beachtet man

u(® = u sin(wt + @) = Im[ u e« et]
und

i(f) = i sin(t + @) = Im[ i e/ &®t]
so gilt fiir den Scheinwiderstand

Z = M — L:‘ e Pu=9i) = 7 Pz (Glg. 3.28)
i efti got i

mit dem Betrag

z| =z=4%=Y (Glg. 3.29)
. I
i
und der Phase
Mit (Glg.3.63) erhalt man noch
—1_1 o, (Glg. 3.31)
Y 7= 7Z ey |

mit dem Winkel gpy=-¢z=¢i-¢, des Scheinleitwertes. Bei der Angabe des
Scheinleitwertes nach (Glg.3.27) wurde die Spannung, bei der Angabe
des Scheinwiderstandes nach (Glg.3.26) der Strom als Bezugsgrofse
gewahlt. Aus (Glg.3.28) und (Glg.3.31) entnimmt man, dass sich der
Drehfaktor et bei der Berechnung des Scheinwiderstandes
herauskurzt, d.h. Zund Y sind keine Drehzeiger sondern feste Zeiger
in der komplexen Ebene (Bild 3.16).
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Leitwertdiagramm Widerstandsdiagramm
Im Im
I X, = joL =Y
JBe=jnC =7 " L
U
VA
I
G= _g Pz
> 5 e
Py Re R = U Re
Iz
Y
_ 1 _U
.]XC ch _IC

Bild 3.16: Komplexes Leitwert- und Widerstandsdiagramm

Der Wirkwiderstand Rund Wirkleitwert G erscheinen als reelle Gréfden.
Die Blindwiderstande Xc und Xi, sowie die Blindleitwerte B¢ und By,
sind rein imaginar (siehe auch Phasenverschiebung zwischen Jund U).

Leistungen

Der allgemeine Wechselstromzweipol nimmt an seinen Klemmen die
reelle, momentane Scheinleistung

st = u(d) i(t) = @ isin(w)sin(wt + ¢) =

= {1 isin(w?) [sin(wf cos ¢ + cos(wd) sin @]

auf. Durch eine Reihe von Umformungen unter Anwendung von Addi-
tionstheoremen erhédlt man mit Effektivwerten Uund [

s(t) = Ul[cos¢e — cos(Ruwt + ¢)] . (Glg. 3.32)

Das Produkt der Effektivwerte U und I wird als Scheinleistung S be-
zeichnet, da dies der maximal auftretende Wert von s(t) ist

S= Ul (Glg. 3.33)
Mit der Impedanz Z gilt weiterhin:
s=zp=2L (Glg. 3.34)

VA

Aus (Glg.3.32) ist ersichtlich, dass die Leistung s(t) um den konstanten
Wert U I cos ¢ schwingt. Dies ist die im Verbraucher umgesetzte Wirk-

leistung
P=Ulcosp = Scos¢gp , (Glg. 3.35)

67
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mit dem Leistungsfaktor cos ¢. Durch weitere Umformung von
(Glg.3.32) erhalt man

s(f) = P[1 — cos(2wt)] + Qsin(2wt) , (Glg. 3.36)

mit der Blindleistung Q und dem Blindfaktor sin ¢

Q=Ulsing = Ssing . (Glg. 3.37)

Aus den Beziehungen (Glg.3.33), (Glg.3.35) und (Glg.3.37) folgt
schliefdlich der wichtige allgemeingultige Zusammenhang

S2=pP24+ Q2 . (Glg. 3.38)

Der formale Vergleich mit der Polardarstellung komplexer Zahlen nach
z =z (cos ¢ +jsing) fihrt zur Einfihrung der komplexen Leistung

S = S(coseg + jsing) = P+ jQ . (Glg. 3.39)

Die zugehorigen Zeigerdiagramme zeigt (Bild 3.17)

Bezugszeiger U Bezugszeiger I
Im A Im4

Bild 3.17: Zur komplexen Leistung S

Offen ist noch die Berechnung der komplexen Scheinleistung Saus den
Effektivwerten I und U . Hierzu entnimmt man (Bild 3.18)

Im A U

$z= — @y =@

Pu
I

@1

*Re

Bild 3.18: Komplexe Zeiger U und I

fir den Phasenwinkel zwischen U und [ den Winkel ¢z = ¢y - ¢r.
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Wird nun das Produkt

Ul = Ulelovtel

gebildet, so tritt die Summe der Nullphasenwinkel und nicht deren er-
wartete Differenz auf. Eine zwar mathematische, jedoch
elektrotechnisch anschauliche Loésung findet man durch die
Verwendung des konjugiert komplexen Zeigers von [

S=UI*= Ulelv=9) | (Glg. 3.40)

mit dem ,richtigen” Winkel

Glg. 3.41
$z=%Pu— 9 (Gle J
3.3. Ersatzschaltungen

Beim allgemeinen Wechselstromzweipol (Bild 3.19) stellt sich an den
Klemmen ein resultierendes Verhalten - induktiv, ohmsch oder kapazi-

tiv - ein,
I
1) ,
O— @)
Uljw)
O— O

Bild 3.19: Allgemeiner WS-Zweipol

d.h. die Gréfden U(jw) und [(jw) stehen in einer festen Betrags- und Pha-
senbeziehung zueinander. Diese Eigenschaft ermoéglicht das Umrech-
nen ganzer Netzwerke in Ersatzzweipole ( analog der Zusammenfas-
sung ohmscher Widerstdnde im GS-Kreis), die bezogen auf die
Klemmen das gleiche Verhalten haben. Zu beachten ist jedoch, dass die
jeweilige Ersatzschaltung nur fir eine feste Kreisfrequenz w gultig ist.

3.3.1. Reihenersatzschaltung

Die Reihenersatzschaltung soll an dem Netzwerk (Bild 3.20) erldutert
werden. Der Scheinwiderstand Z(jw) an den Eingangsklemmen kann
allgemein angegeben werden; es gilt
. . 1 . R
Z = joL + ——— = — =
Ap) = ok + T e T P T jore
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= % o
O
Lf(iw)l 1 T U ] 2
R C
O <

Bild 3.20: Ersatzzweipol fiir RLC-Reihenschaltung

und durch elementare Umformungen ergibt sich

) ) 1 — joRC R ) wR2C
Z(jw) = joL + R = + L-——== ) |
Ap) = Jo L+ 0RC  1rere T ppeee)
mit dem frequenzabhingigen Realteil
- ] — R
Rer = RelZ{jo)] = 1 + w2R2C?
und dem frequenzabhingigen Imaginérteil
- V= o] — — OR2C

Damit kann der Ersatzzweipol Z(jw) in (Bild 3.20) in seinen Wirk- und
Blindwiderstand zerlegt werden (Bild 3.21).

I(jo
0—_|_ Ima
Ro| | | uatio
w| |
Xor lyx(iw)
v | I(jw) Re

Bild 3.21: Aufteilung des Ersatzwiderstandes in Wirk- und Blindanteil

Die Spannung Ur(w) ist immer positiv reell und Ux(w) ist je nach Art des
Blindwiderstandes positiv oder negativ imaginar, bzw. gleich Null im
Resonanzfall. Den Reihenersatz-Wirkwiderstand R, erhdlt man durch
die Bildung des Realteiles der Impedanz; es gilt

Rer = Re[Z(jw)] = Z(w) - cos@ o) . (Glg. 3.42)
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Fur den Reihenersatz-Blindwiderstand X, gilt analog durch die Bil-
dung des Imaginarteiles der Impedanz

Xer = Im[Z(]a))] = Z(w) - sin(pz(w) (Glg. 3.43)

Hier muss nun allerdings eine Fallunterscheidung fir induktives und
kapazitives Verhalten getroffen werden. Fur Induktives Verhalten gilt

Xer = wLey > 0, ¢X=%
und fir die Ersatzinduktivitat
Loy = Xorw (Glg. 3.44)
Das kapazitive Verhalten ist charakterisiert durch
X,, = w(ljer <0, Oy = — % (Glg. 3.45)
und der Ersatzkapazitat
C,, = 1 ' (Glg. 3.46)

Xerw

Beide Ersatzgrofien aus (Glg.3.44) und (Glg.3.46) sind je nur fur eine
Kreisfrequenz o gultig.

3.3.2. Parallelersatzschaltung

Entsprechend der oben diskutierten Reihenersatzschaltung kann eine
Admittanz Y(jw) durch eine Parallelersatzschaltung mit nur zwei Ele-
menten dargestellt werden (Bild 3.22)

(o) (o)
O————— O
Uijo) [] Yio) = Ulio) G, | |8
Ig(w) Iw)
Oo——- O

Bild 3.22: Ersatzzweipol der Parallelschaltung

Durch die Aufspaltung in Real- und Imaginéarteil der Admittanz Y(jw) er-
halt man den ohmschen Ersatzleitwert

Gp = Re[Y(jw)] = Y(w) - cos ¢ o) (Glg. 3.47)

und den parallelen Blindleitwert
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By = Im[Y(jw)] = Y(w) - singjw) . (Glg. 3.48)

Auch hier ist eine Fallunterscheidung nétig; so gilt fiir induktives Ver-
halten

-1 - _Z
Bp T w Lp <0, Py 2
und fur die parallele Ersatzinduktivitat
L,= 1 (Glg. 3.49)

Byw
Das kapazitive Verhalten ist charakterisiert durch

By,=0C, >0, ¢@y= % (Glg. 3.50)

und durch die parallele Ersatzkapazitat

Glg. 3.51
Cp = Bp/w (G J

Beide ErsatzgrofSen aus (Glg.3.49)und (Glg.3.51) sind wiederum je nur
fir eine Kreisfrequenz o giltig.

Beispiel:
Als Beispiel soll nun die Reihen- und Parallelersatzschaltung des Netzwerkes

(Bild 3.20) fur die Bauelemente R=1W, L=1mH, C=1mF und die Kreisfrequenz
w=103/s bestimmt werden. Man erhalt fir die Impedanz

Zjw) = j103L10-3H + 10 =j10 +-12 -
Ap) = J107s 1 + j103110-3F1Q J 1+

= i L1 _npo=1 L
—J1Q+2(1 7)) 2.Q+J2.Q

und man erkennt das induktive Verhalten, da der Imaginérteil Im[Z(jw)]>0 ist.
Damit gilt fiir die Elemente der Reihenersatzschaltung, d.h. zunachst fir den
Wirkwiderstand

Rer = Re[ Z(jo) ] = %.Q

und fur die Reihenersatz-Induktivitat bei der angegebenen Kreisfrequenz

_ 0.5 _
L, = 103% = 0.5mH
Zur Berechnung der Elemente der Parallelersatzschaltung muss zunachstder

komplexe Scheinleitwert bestimmt werden. Diesen erh&lt man durch Inver-
sion
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v 1 2 o_slmJa o
o) = g = 7455 = 27575 = 15 = j1S

und man entnimmt den Parallelersatz-Widerstand zu

1
R,=—————=102
P Re| Y(jw) ]
und die Parallelersatz-Induktivitat
1
L,=——=1mH
P 151081

Das ursprungliche Netzwerk und seine beiden dquivalenten Ersatzschaltun-
gen sind in (Bild 3.23) dargestellt.

Netzwerk Reihenersatzschaltung Parallelersatzschaltung
= w) L Rer
o—T0 1 o— 1 o
g(lw)l p— g L, Rp g Lp
R C
o- . o—

Bild 3.23: Aquivalente Ersatzzweipole des Beispieles

3.4. Blindstromkompensation

Ein wichtiges Ziel der Energietechnik ist es, den Betrag des Gesamtstro-
mes [(jw) zu einem Verbraucher méglichst klein zu halten, um z.B. Ver-
luste auf den Ubertragungsleitungen zu vermeiden.

Beispielsweise haben Wechselstrommotoren niedrige Leistungsfakto-
ren cos ¢, da der induktive Anteil am Scheinwiderstand hoch ist. Dies
bedeutet, dass viel Blindleistung zwischen Quelle und Verbraucher
hin- und herbewegt werden muss, um das magnetische Drehfeld im
Motor zu erzeugen. Ein Ersatzschaltbild des Motors zeigt (Bild 3.24).
Fur den Gesamtstrom gilt - zunéachst noch ohne Parallelkapazitat -

1
I=Ix+ I =U[G-j-+]
und fir die an den Klemmen aufgenommene Scheinleistung

_ *_ 2 -1y _ 2 1 2
S=UI*= |U?(G+joz) = |UI?G+j - |U?
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1jw)
>
o————
Y Lir(w) Y I(jw)
Uij) BT ey L€
G L
v

Bild 3.24: Zur Blindstromkompensation

mit der Wirkleistung
P=|U|?G= S cosg
und der induktiven Blindleistung

_ 1 2 _ Q. o
Qr wLILJI S - sing

Die induktive Blindleistung Qr, kann durch eine betragsmafdig gleiche,
aber entgegengerichtete kapazitive Blindleistung Q¢ =- Q ausgeglichen
und der Gesamtstrom auf die Wirkkomponente verringert werden.
Diese Mafinahme wird als Blindstromkompensation bezeichnet und
die flir den Betrieb des Motors notwendige Blindleistung wird einmalig
dem Netz entnommen und schwingt dann zwischen der Parallelkapazi-
tat und dem Motor hin und her. Berticksichtigt man die Kapazitat, so
gilt

0=0,-0c=1U|?(zf - oC) (Glg. 3.52)

und aus der Bedingung Q=0 kann die notwendige Kapazitat berechnet
werden; es gilt

O=0eC=-1_ | (Glg. 3.53)

Da die vollstdndige Kompensation sehr aufwendig ist, wird haufig nicht
auf cos ¢ = 1, sondern meistens auf cos¢p = 0.9 kompensiert. Bei gro-
3en Blindleistungen werden ganze Kondensatorbatterien verwendet
und zu dem betreffenden Motor parallel geschaltet.

Verallgemeinerung

Das Prinzip der Blindstromkompensation kann fiir beliebige Wechsel-
stromnetzwerke erweitert werden, denn flir die Scheinleistung an den
Klemmen gilt allgemein
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S=UI*=2-|I|*>=RelZ-|1|?+jm[Z-|I|* ,

und fur die zu kompensierende Blindleistung

Q=Imiz-|I|*,
bzw. durch eine entsprechende Herleitung

Q=Im[y*]- | U|?
Die notwendige Bedingung lautet nun

Q=0 < Im[Z =0 (Glg. 3.54)
oder

Q=0 < Im[Y*=0 . (Glg. 3.55)
Beispiel:

Als Beispiel soll wieder das Netzwerk (Bild 3.20) herangezogen werden, um
die Kapazitat C zu bestimmen. Die Impedanz wurde bereit berechnet; es gilt

) R . wR2C
Zjw) = —— 4 j(oL - —2C
4Ao) = T perece Tl T 11 oReca)
und mit (Glg.3.54)
2

Diese Gleichung muss nach Caufgel6st werden, man erhalt die quadratische
Gleichung

2 __1 | 1 _
C 2L C+a)2R2 o ,

mit den beiden Lésungen

_ 1 212
Ci27 g 1 E YT T R

Davon ist wahrscheinlich eine unbrauchbar, da sie nur durch eine negative
Kapazitat zu realisieren ware. Generell existieren reelle Lésungen tiberhaupt
nur dann, wenn der Radikant

272
1—4%20

ist.
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3.5. Ubungsaufgaben

Aufgabe 1I:

Gegeben ist das nachstehende Wechselstromnetzwerk, mit den Gréfsen
R1=1kQ, Ry=10kQ und L=0.1H!

_‘I> R2
O * { } O
C
gml pR— L l Us
R,
o, * * O

1.1. Wie grofs muss C=f{w, R, Ry, L) gewdhlt werden, damit die am
Eingang aufgenommene Blindleistung Qges=0 wird?
Allgemeine komplexe Rechnung!

1.2. Berechnen Sie die Elemente der Reihenersatzschaltung flir die
Kreisfrequenz w=1kHz, wenn C=1uF gewahlt wird!

Aufgabe 2:

Gegeben ist das nachstehende Wechselstromnetzwerk, mit den Gréfsen
R=100Q, C=10uFund L=1mH ! Es wird an der Wechselspannungsquelle
U=24V bei der Frequenz f~=1kHz betrieben!

I R
I > —
O—r—o [
u l L \ ‘ c L
O

2.1. Berechnen Sie die Impedanz Z(jw) des Netzwerkes in Exponential-
form.

2.2. Berechnen Sie die Stréme I und Ic des Netzwerkes in
Exponentialform.

2.3 Berechnen Sie die von der Schaltung aufgenommene Schein-,
Wirk- und Blindleistung.

2.4. Bei welcher Kreisfrequenz wgres ist das Netzwerk in Resonanz?
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4. Ubertragungsfunktion und Frequenzgang

4.1. Uberblick

Die Ubertragungsfunktion H(jw) eines elektrischen Netzwerkes
beschreibt das von der Erregung unabhangige Spannungs- oder
Stromubertragungsverhalten des Vierpols in Abhéingigkeit der
Kreisfrequenz w.

I, (jw) — L(jw)
oO— e} O
U, (jw) e gQUw)J I::I Z
oO— e} O

Bild 4.1: Zur Ubertragungsfunktion

Die Zahlpfeilrichtung des Ausgangsstromes -Ix(jw) ist bei der in der
Vierpoltheorie Ublichen symmetrischen Bepfeilung entgegengesetzt.
Man unterscheidet in die Spannungstbertragungsfunktion

H(jo) = U,(jw)/U, (jw) (Glg. 4.1)
und die Stromubertragungsfunktion

Hjjw) = — L(jw)/I,(jw) . (Glg. 4.2)
Fur das Produkt der beiden Ubertragungsfunktionen gilt

_ Ghlw) () (Glg. 4.3)
U, (o), (jw)

so dass man fiir das Ubertragungsverhiltnis der Scheinleistungen
ansetzt

H(jw) - H{jw) =

B Uy(joo) Lo (joo) (Glg. 4.4)

Hljn) = Hyjo) - Hiljo) = = 2 =05
~1 21
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4.2. Frequenzgang

In vielen Féllen interessiert der Frequenzgang der Spannungs-
Ubertragungsfunktion nach (Glg.4.1). Dieser ist in der Regel
komplexwertig und kann durch eine Ortskurve in der komplexen Ebene
dargestellt werden. Oft ist dies aber unanschaulich, und man wahlt die
getrennte Darstellung des Betragsfrequenzgangs (Amplitudengang)
| Hjw) | und des Phasengangs gp(w) nach

Hyjo) = |Hyjw)| - €% . (Glg. 4.5)

Sehr gebrauchlich ist auch, da es sich um ein Spannungsverhaltnis
handelt die logarithmische Darstellung in der Pseudoeinheit Dezibel

20 - log,o | Hy(jw) | dB . (Glg. 4.6)

Beispiel 1: Es soll der Amplituden- und der Phasengang des nachfolgenden
RC-Netzwerkes berechnet werden.

Ry
o——1— o
U, (jw) l R, — l U, (jw)
C
O- - -0

Mit dem komplexen Spannungsteiler gilt

1

Hijo) = U(w) _ jwC+1/R,  _ 1
U, (jw) m + R, 1 + jwR,C+ RI/RQ

und mit den beiden Abkuirzungen

a=1+R//R, , T,=R,C

folgt

H(]a)) — 1 — 1 . e—jarctan(le/a)

a+joT;  [2 4+ 0272
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Im nachfolgenden Bild ist der Amplitudengang fir a=1 und a=2 dargestellt.

| H(jw) | 1f

2 4 6 8 10 7,

Man erkennt das Tiefpassverhalten des Netzwerks Fiir den Phasengang erhélt
man den Verlauf.

9 1) \ \ \ \ I
\ 2 4 6 8 10

-0.2"
-o.4§
—0-6;
—0-8;
af

-1.2}

-1.4¢

Manchmal ist auch der halblogarithmische Verlauf von Interesse.

o T,
201og (| H(jw) |)/dB|

-10}
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Beispiel 2: Gegeben ist das im Bild dargestellt RLC-Netzwerk. Man berechne
den Amplituden- und den Phasengang.

L
oo
Oo—
I
gl(]'w)l ” C R l Us(jw)
O g O

Mit dem komplexen Spannungsteiler gilt sofort

Up(jw) _ R _ R
U, (o 1 oL
U, (jw) R+J@C+171L R+T2LC

H(jw) =

und nach Erweitern mit 1 — w2LC schlieflich

Uyw)  R1 - w2L(C)
U(w)  R(1 — w2LC) + joL

Hjw) =

Division durch den Widerstand R, sowie dem Produkt LC liefert mit den
Abkurzungen

w3 =1/LC , o, =1/RC
die folgende Form

1/LC — w? w2 — w?

H ’ = =
be) 1/LC — 02 + jo/RC 0l — 0? + jo 0,

Ublicherweise wird die Kreisfrequenz o noch auf die Eigenkreisfrequenz wg
normiert und man erhélt mit x=w/wq

1- (a)/a)o)2 _ 1 —x?
1 - (w/wo)” + f@)(&) 1 -2+ ix(E)

H(jx) =

Hieraus folgt flir den Amplitudengang
|1 - x2]

\/(1 - x2)2 + x2($—é)2

| H( | =

und den Phasengang

@l = — arctan[m]
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Nachfolgend der graphische Verlauf von Amplituden- und Phasengang fur die
Verhéaltnisse

a w;/wog=05 , b w/og=1 ¢ w/wg=>5

a)

|H(™ | 1

0.8/
0.6
0.4/

0.2/

Der Amplitudengang entspricht dem einer Bandsperre, mit der Nullstelle x=1
und deren Verlauf mit kleiner werdendem Verhaltnis wi/wg steilflankiger -
schmalbandiger - wird. Fiir den Phasengang erhalt man den nachfolgenden
Verlauf.

@) 1.5l

1,

0.5¢
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4.3. Frequenzgiange idealer Modellsysteme

Durch die Definition idealer Modellsysteme fiir das Ubertragungs-
verhalten elektrischer Netzwerke koénnen reale Systeme in ihrer
Wirkung charakterisiert und studiert werden. Weiterfiihrende
Untersuchungen sind mit Methoden der Funktionentheorie,
insbesondere der Fourier-Transformation moglich. Nachfolgend
werden die idealisierten Frequenzginge typischer Filter aufgeftihrt.

Das Tiefpassfilterhat den in (Bild 4.2) dargestellten idealen Verlauf. Die
Fortsetzung (Spiegelung) in den Bereich negativer Kreisfrequenzen ist
eine Forderung der Fourier-Transformation, die hier nicht weiter
erldutert werden soll. Grundsatzlich kann zur Veranschaulichung in
der Elektrotechnik auch nur der Bereich w =0 dargestellt werden.

| Hppljo) | 4
1

»
»

(]

— Wy g
Bild 4.2: Amplitudengang des idealen Tiefpassfilters

Das ideale Tiefpassfilter ist technisch nicht realisierbar, da es ein
nichtkausales System fuhrt. Ferner kénnen Amplitudengang und
Phasengang nicht unabhangig voneinander vorgegeben werden. Ein
ideales Hochpassfilter (Bild 4.3) hat den komplementaren
Frequenzgang zu (Bild 4.2), d.h. hohe Frequenzen werden unverandert
Ubertragen, niedrige Frequenzen gesperrt; es gilt

Hypjo) + Hypljo) = 1 . (Glg. 4.7)

Nach (Glg.4.7) ergénzen sich der ideale Tiefpass (Bild 4.2) und der ideale
Hochpass (Bild 4.3) zum idealen Allpassfilter (nicht dargestellt) mit der
Ubertragungsfunktion |Hap(jw)|=1.

| Hoppljo) | 4
1

»
»

(]

T Wy Wg

Bild 4.3: Amplitudengang des idealen Hochpassfilters
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Ein Bandpassfilter 143t einen Frequenzbereich - ein Band der Breite B
um die Mittenkreisfrequenz wy; - unverdndert durch und sperrt alle
anderen Frequenzen. Der zugehoérige Amplitudengang ist in (Bild 4.4)
dargestellt.

| Hgpljo) | 4

| I w

v

— Wy Wy

Bild 4.4: Amplitudengang des idealen Bandpassfilters

Es fehlt noch die zum Bandpass komplementére Bandsperre (Bild 4.5).

| Hps(joo) | 4

- |

[ o

v

— Wy Wy

Bild 4.5: Amplitudengang der idealen Bandsperre
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4.4. Aufgaben
Aufgabe 1I:

Gegeben ist die Spannungstbertragungsfunktion

Jo Ty
(1 +R20Ty) (2 +joT)

H(jw) =

eines Bandpassfilters mit der Zeitkonstanten T;=RC.

1. Setzen Sie x=wT; und geben Sie den Betrag | H(jx)| und die Phase
eu(x) an.

2. Skizzieren Sie den Amplitudengang | H(jx)| und den Phasengang
@H(X).

3. Berechnen Sie H(jx) fur Gleichspannung und fir o—co.

Aufgabe 2:

Gegeben ist die Spannungstbertragungsfunktion

.. R(1 + (jw)2LO) + joL
HUo) = o1+ (0)2L0 + j20L

einer Bandsperre.

1.

Zeigen Sie, dass unter der Verwendung der Abkutirzungen
wy = 1//LC , w, = 1/(RC) und x=ow/w, ,

sowie der Dimensionierung wg=2w1 fiir die normierte Uber-
tragungsfunktion H(jx) gilt:

1 —x2 4 jx/2

Hx = 1 - x2+jx

Geben Sie den Betrag | H(jx)| und die Phase ¢y(x) an.
Skizzieren Sie den Amplitudengang | H(jx)| (Wertetabelle).



